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АННОТАСИЯ 


Охучулара тэгдим эдилэн бу китаб муэййэн мэ’нада 
риязийята киришдир. 

Китабда һәгиги әдәдләрин мэншэи вә инкишаф 
йоллары кестэрилир. Натурал әдәдләрдән башлаяраг 
әдәд анлайышы ардыҹыл сурәтдә кенишлэндирилир вә 
һәгиги әдәдләрин онлуг кәсрләрлә нәзәриййәси гуру- 
лур. Китабда ардычыллыглар вә лимитләр бәһси илә 
янашы олараг бир сыра тарихи мәсәләләр вә һәр 
бәһсин өзүнэ аид мисаллар топланмышдыр. Бу ҹәһәт 
снун ҝениш охуҹу күтләләри тәрәфиндән истифадә 
эдилмәсинә имкан ярадыр. 

Китабдан орта мәктәб вэ техникумларын шакирдлэри 
һабелә риязийят һәвәскарлары истифадә эдә биләрләр. 

Китаб, али риязийят охуян тәләбәләрин вә риязийяты 
өзбашына өйрәнән шәхсләрин риязи билийини артыр- 
маға, риязийятын маһиййәтини баша дүшмәйә била- 
васитә көмәк эдә биләр. 

Китабдан орта мәктәбин риязийят мүэллимлэри- 
көмәкчи дәрслик вә риязийят дәрнәкләринин матери- 
аллары кими истифадә эдә биләр. 
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ӘДӘД АНЛАЙЫШЫНЫН ТЭКАМҮЛҮ 


5 1. НАТУРАЛ ЭДЭДЛЭРИН МЭНШЭИ ВЭ ТЭШЭККҮЛҮ 


Ибтилаи иҹма дөврүндэ яшаян инсанлар өз тәкмиллэшм- 
миш нәзәрләрини тәк-тәк әш»я дейил, әшя чохлугуна сал" 
мышлар. Инсён ҹәмиййәти эшя чохлуғуну, мәсәлән, һейван 
сүрүсүнү, гушларын дәстәсини, мешә ағаҹларыны вэ с. айры- 
айры әшяя айырынҹа узун бир тарихи инкишаф йолу кеч- 
мишдир. 

Әшяны бир-бириндән гйыга билмәк, фәрдиләшдирмәк ғәр- 
дишини газанмаг ин индгн әввәл онларын күллү мигдарда 
даһа бәси: олан диҝәр кейфиййэтлэрини өйргнмәк лазым кәл- 
мишдир. Белә кейфиййәтләр чох мүхтәлиф вә рәнҝарәнҝдир. 
М-сэлэн вәһши Пейьанлары бир-бириндән айыран онларын 
дәһшәтли сэслэрини, горхулу көгкэмлэрини, сур’этли гачыш - 
ларыны вә и. а. кими кейфиййәтләрини ҝесгәрмәк олар. Әшя - 
нын, садә олса да, белә кейфиййэтлэрини һисс эдиб өйрән - 
дикдгн сон; а онлары саймаг имканлагы мейдана чыхмышдыр. 
Һәтта бу ҹәһәт мэчази мэ’нада ишлэдилэн „адамы сайыб вә 
я саймамаг“ кими ибарәси, чох күман ки, әввәлләрдә эшянын 
сайылмасы ишинин онларын кейфиййәти илә әлагәдар олма- 
сыны экс эглирмиш вэ дилимиздә мүһафизә эдилмишдир. 

Демәли, саймаг үчүн сайыласы Әәшяньн тәкҹә варлығы 
дейил, он тарын кейфиййәтләринин дэ мүһүм ролу олмушдур. 
Мәһз буна көрә дә ер үзүндә илк дәфә яшамғға башлгян 
инсан ҹәмиййәти әһтияҹ үзүнлән истифадә этдийи шейләри 
сая билмәк вәрдишинә малик д’ йилди. Инсанлар оду Эй ияҹ 
гаршысынла тапдығы кими, чи имлэри саймгғы да өз әмәли 
фәалиййәтл. риндә 'эрдиш этмиш вә Нэсрлдэн-нэслэ кечир- 
мишлэг. Һәтта чох гәдим эфсанэлэрд од вә сайы аллаһын 
пейғ мбэрлэрэ вә гәһрәманлара (әхш этдийиндән вә я онларын 
аллаһдан зорла од вә с^й алдығындан дань шылыр. Бу бир 
әфсанә олараг галса да һәмин әфсанәдән инсан оғлунун ер 
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узэриндэ бөйүк эһтияҹ гаршысында галараг од вэ сай ара- 
дығы бир һәгигәт дуюлур. 

Эшя чохлуғунун онларын тэбиэтилэ әлагәдар олмаян үмуми 
хассәләрини тапыб ашкара чыхаргмаг һәр дөврдә олдуғу кими 
һәмин дөврүн дә чәтин мәсәләләриндән бири олмушдур. Бу 
чәтин мүбаризә йолларында күлли мигдарда мүвәффәгиййәт- 
ләр вә гейри-мүвәффәгиййәтләр олмуш, силиниб ҝедән вә 
силинмэйэн изләр бурахылмышдыр. 

Узун заман апарылан мүшаһидә вә тәҹрүби фәалиййәт 
нәтиҹәсиндә инсанын билик һоризонтунда вә диггәт мәркә- 
зиндә дуран ҹисимләр өз тәбии ҹизҝиләрини инсан бейни- 
нэ нәгш этди вә онда реал аләмин ҝет-ҝедә дузкун тәсәз- 
вүрләрини яратды. Беләликлә, эдэд ‘вә фигур анлайышы 
яранмаға башланды. 

Әшяны бир-бириндән айыран кейфиййәтләрини гисмән өйрән- 
дикдән сонра сай просесинин икинҹи мәрһәләсиндә һәмин 
кейфиййәтләри нәзәрә алмамаг вә бир нечә әшя чохлуғуна 
гаршы, дикәр әшя чохлуғу гоймаг вә беләликлә чохлуглар 
арасында уйғунлуг яратмаг кими вәрдишләри газанмаг эһтияҹы 
ортая чыхды вә илк дәфә тәбии олараг әшя илә әл бармаг- 
лары арасында уйғунлуг ярадылды. Беләликлә, әл бармаг- 
лары сайма просесиндә бир „стандарт“ чохлуг вәзифәсини 
дашымаға башлады вә һәр дәфә шейләри саяркән һәр бир 
шейә гаршы бир бармаг гатламаг вә я айырмаг вәрдиши га- 
занылды. 

Лакин инкишафын бу мәрһәләсиндә сай просесинин үмуми 
ҹәһәтләри һәлә инсан фикриндә кәскин айырд эдилмэмишди; 
мәсәлән, „үч адам“, „үч аач“, „уч чай“ чохлугларынын Ва- 
мысында үч олмасы кими үмумилик анлашылмаз галмышды. 


Бир сыра гәбиләләрин дилләриндә сайла әлагәдар олан 
сөзләри тәдгиг этдикдә мүәййән эдилмишдир ки, эйни миг- 
дарда көтүрүлән мүхтәлиф әшя чохлуғу мүхтәлиф сөзләрлә 
адландырылмышдыр. Мәсәлән, „үч адам“, „үч чай“ кими сөз- 
ләрин һәр икисиндә „уч“ сөзү дейил, айры-айры сөзлэр иш- 
ләдилмишдир. Лакин сайла әлагәдар ишләдилән сөзләр чох 
дейилди. Эшя чохлуғуну фәрдиләшдирмәйәрәк адландырмаг 
үчүн „чох“ сөзү енә дә мүхтәлиф шәкилдә ишләнирди. „Чох 
адам“, „чох даш“ вә и. а сөзлэриндэ „чох“ сөзү эшянын 
ады илә бағланараг мүхтәлиф шәкилдә ишләнирди. 


Тәдриҹән мүхтәлиф чохлуглары саяркән үмуми олан ҹәһәт- 
ләр мейдана чыхмаға башлады. „Үч адам“, „уч ағаҹ“, “үч чай“ 
дейилдикдэ „үч“ сөзү онун бағландығы адам, агач, чай кими 
ҹисимләрин маһиййәтиндән айрылды вә мүчоррэдлэшди. Бу 
гайда илә сай просесинин нәтиҹәсиндә бир, ики, үч вә с. на- 
турал әдәлләр мейдана ҝәлди. Демәли, ҹисимләрин конкрет 
кейфиййәтләриндән, хассәләриндән узаглашараг, онларын 
сайларыны ҝөстәрән хассәләрини өйрэнмэк нәтиҹәсиндә 
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а ни тоа ҝәлди вә инсанын эһтияҹына табе 
. эһтияҹ даһа чох шейләри саймаг лүзумуну 
яратды. Бир вэ я ики әлин бармаглары бу мәгсәд үчүн кифа- 
дәт этмәди. Буна көрә дә ени вә даһа зәнҝин чохлуглар иш- 
лэдилди, мәсәлән, чубуглар үзэриндэ ачылан кәртикләр вә и. а. 
Сонралар исә натурал әдәдләр сырасы бу мәгсәд үчүн исти 
фадә эдилэн ән сәмәрәли бир чохлуг олду (һәмин фикри 
ашағыда изаһ эдәҹәйик). 

Һәр бир халгын гаршысында шифаһи нитг васитәсилә сай 
адларыны яратмаг, бир нечә сөз васитәсилә мүмкүн гәдәр 
бөйүк натурал әдәдләри ифадә этмэк кими ваҹиб мәсәләләр 
дурмуш, бу вә я дикәр шәкилдә һәлл эдилмишдир. Башга 
халглар кими Азәрбайҹан халгы да өз әмәли фәалиййәтиндә 
бу мәсәләнин һәлли йолларында шифаһи сай адларыны СӨЗ 
эбтиятлары фондуна дахил этмиш вә инкишаф этдирмишдир. 
Бу сай адлары бүтүн халгларда бармаглары саяркән („бармаг 
һесабы“) ишләдилән уйғун сөзләрлә адландырылмышдыр. 

Бир чох дилләрдә Олцуғу кими Азәрбайҹан дилиндә ДӘ 
шифайи сайын әсасыны ашағыдакы сөзләр тәшкил әдир: бир 
(ваһид гәбул эдилмиш), ики, үч, дөрд, беш, алты, едди, сэк- 
киз, доггуз, ОН (онлуг), йүз (йүзлүк ), мин (минлик), МИЛЙОН, 
милярд, трилйон вэ с. Галан сай адлары бу сөзләрин бу вә я 
диҝәр бирләшмәси шэклиндэ ярадылмышдыр. Гейд этмэк 
лазымдыр ки, дилимизэ милйон, милярд, трилйон сөзлэри 
башга дилләрдән кечмишдир. Бу сөзлэрин мәншәи һаггында 
белә бир рәвайәт вардыр. Дейиләнләрә ҝөрә Венесия сәйяһы 
Марко Поло (ХШ әср) Узаг Көй империясында (Чивин гәдим 
адыдыр) кердүйү түкэнмээ мигдарда инсан вэ сэрвэт эһтия- 
тыны шэрї этдикдэ, ады мэ’лум олан әдәдләрин кифайәт 
этмәдийини көрүб „милйон“ сөзүнү ишлэтмишдир. Италянҹа 
тиШопе (милйонэ) сөзү тШе (милле—йуз демәкдир) сезунун 
бөйүдүлмүш шэклидир. Сонралар мин милион, билйон вә я 
милярд сөзләри ишлэдилмишдир. Галан эдэд адлары латын- 
лашдырылараг гурулмушдур вэ бүтүн дүняда бир чүр ишлэдил- 
мэкдэдир. Бу алларын нечә ярадылдығыны билмәк учун эдэд- 
лэрин һәр үчїмэртэбэсинин бир синиф адландырылиасын а 
етирмэк лазымдыр. Садә тэклик, онлуг, йүзлүк иринчи СИ 
нифдэн, минлик, ОН минлик, йүз МИНЛИК икинҹи синифдән; 
милйон, он милйон, йүз милйон үчүнчү синифдән; баллон" 


өрдүнчү синифдән ибарәтдир. Дөрдүнчү 
а ее фи адландырмаг үчүн синфин 


синифдэн башлаяраг һәр ени син 
нөмрэсини ики ваһид азалдыб алынан ВӘ латынҹа дейилән 
әдәдин ахырына „ИЛЙОН“ шэкилчисини әлавә әтәй лазымлыР. 

„трилйон адланыр, 


Мәсәлән: бешинчи синфин ваһидләри 
чүнки 5—2=3-дур. 3 ИСӘ латынҹа #765 (трэс) демәкдир. Мү- 


рәккәб сөзлэрдэ [гез сөзү #1 (русҹа „три“ дейилдийн кими 
сөзүнэ кечир. 
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Бу гайда илә, һәр бир натурал әдәди бир нечә сөзлә ад- 
ландырмаға, шифайи сай системи дейилир. 

Башга диллэрдэ олдугу кими Азэрбайчан дилиндә дэ 
онлуг сай! системи гәбул эдилмишдир. Азәрбайчан дилиндэ 
әллийә ‘гәдәр юварлаг онлуглардан ибарәт олан сай ад- 
лары мүхтәлифдир (он, ийирми, отуз, гырх, әлли). Алтмыш, 
етмиш, сәксән, догсан адлары исә алты, едди, Сәккиз, доггуз 
сөзләриндән әмәлә кәлмишдир. 


Рус дилиндә вә бә'зи башга дилләрдә юварлаг онлугларын 
адлары (десять, двадцать, тридцать, пятдесят вә и.а.) бир, 
ики, үч вә и. а. сөзләринин сонуна тәһриф эдилмиш „десять“ 
(он) сөзү әлавә этмэклэ алыныр вә бурада ялныз „сорок“ 
(гырх) сөзү мүстэсналыг тәшкил эдир. 

Белә бир тэбии суал мейдана чыхыр: нэ учун халглар 
арасында шифаһи онлуг сай системи гәбул эдилмишдир. 


Ф. Энкелсин дедийинә көрә инсанлар сайы он бармаглары 
үзәриндә өйрәндийиндән он әдәди, шифайи сай системинин 
әсасы гәбул эдилмишдир. 

Шифаһи нитгдән языя кечмәк тарихи әрәфәсиндә рэгэм- 
ләрин мейдана чыхмасы, беләликлә һәр бир сайын нэтичэси- 
нин бир нечэ рэгэм васитэсилэ ифадэ эдилмэси, натурал 
әдәдләрин тэшэккүлүндэ мүһүм вэ һәллэдиҹи рол ойнады. 

Язы ишлэринин инкишафы ени эдэдлэр алэминин кэшфинэ 
тэкан верэн мүһүм амиллэрдэн бири олмушдур. Айры-айры 
шейлэр үзэриндэ чэкилэн нэгшлэр, хэтлэр, әдәдләри ишарә 
этмэк үчүн бабилилэрин кил язылары, мисирлилэрин мүһа- 
физә эдәрәк сахладығы гәдим Ринд папируслары? (эрамыздан 
тәгрибән ийирми әср габаг язылмыш) гәдим МӘДӘНИЙЙӘТИН 
зәнҝин абидәләри олараг галыр вә әдәдләр аләминин гаранлыг 
кечмишини бир гәдәр ишыгландырыр. 

Рәгәмләрин ерләринә көрә гиймэтлэринин тэ’йин эдилмэси 
әсасында гурулан сай системинин Сумериләр вә Бабилиләр 
тәрәфиндән кэшф эдилдийи күман эдилир. 


1 Онлуг сай системи һаггында ашағыда әтрафлы мэ’лумат верилэчэкдир. 

> ринд папируслары эрамыздан габаг ХХТ--ХУШ әсрин абидәсидир. 
Үзәриндә һесаб вә ҹәбр мәсәләләри язылан папируслар онларын саһиби 
Риндин ады илә адланыр (бу папируслар Ахмес папируслары да адланыр. 
Ахмес, эрамызлан 2000 ил габаг һәмин папируслары тәртиб эдиб язан 
шэхслир). Һазырда Ринд папируслары Британия музейиндә (Лондон) вә 
Москвада А. С. Пушкин адына тәсвири инҹәсәнәт музейиндә сахланылыр. 
Ринл папирусларында 84 мәсәлә топланмышдыр. Бу мәсәләләр кэсрлэр үзә- 
риндә әмәлләрә, дүзбучаглынын, үчбуҹағын, трапесиянын вә даирәнин саһә- 
ләринин һесабланмасына һәср эдилмишдир. Элэчэ дэ һәмин мәсәләләр ичэ- 
рисиндә дүзбуҹаглы паралелепипедин вә силиндрин һәҹмләринин һесаблан- 
масына аид мәсәләләр вардыр. һесаба аид мәсәләләр исә мүтәнасиб бөлмә- 
ләрә, һәм дә силсиләләрә һәср эдилмишдир. 
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Халдейләрин! (кэлданилэр) сай системи һаггында ашағы- 
дакы мә'лумат кәлиб бизә чатмышдыр. 

Халдейләрин сай системи алтмышлыг систем олмушдур. 
Бу эдэди халдейләр сос (5055) адландырмышлар. 600 эдэди нэр 
(169 ады илә адландырылмышдыр. 3600 әдәдинә сар (847) де- 
йирмишләр. Бу адлар бизим һазырда ишлэтдийимиз онлуг 
системиндәки он, йүз, мин сөзләри, оникилик системиндә ОН 
ики (дүжүн), йүз гырх дөрд (27088) вә и. а. мүгабили кими 
ишләнмишдир. Белә бир адларын ишләдилдийини кестэрмэк 
үчүн ашағыдакы языя мүраҹиәт эдәк. Һөкмдар Саргон Хорса- 
бад шәһәринин даирәсини белә көстэрмишдир: | 


‚А у-4 у- ь р-н р авй = 
“эй оо ао еа ПЕПЕ 


Бурада баг баг Заг Заг, Мег Мек Мег, 808, 1 икигат Оа- 


пи (вә я З Оаті), 2 Аттай. сөзләри язылмышдыр. 
Язылмыш бу рәгәмләри охуянлардан бири (Лепсиус) белә 

изаһ этмишдир: 

4 5Заг--4Хх 3600 = 14400 Дттаї 

3 М№Мег=3 Х 600 = 13800 , 

1 8508--1Х 60 = 60 А 

3 Оапі == 18 : 

2 Аттаї --2 : 

Ҹәми: 16280 Аттаѓ (дирсәк). 


Гәдим язылардан мә’лум олмушдур ки, (халдейләрдә 1-дән 
60 гәдәр олан һәр бир натурал эдэд бир аллаһын адынын 
ишарәси имиш. 

Ҝил ҹәдвәлләрдә аллаһларын адлары гаршысында бу адлар 


язылмышдыр: 
Али--60 51п— 30 
25 Всі —50 $атаѕ—20 
№іѕгик — 40 Віп—10 


Башга кил ҹәдвәлләрдән мә’лум олмушдур ки, Халдейләр 
ҹинләри һәр бириндә 7 ҹин олмагла синифләрә бөлүрмүшлэр. 
Онлар 7 әдәдини мистик бир әдәд кими дүшүнүрмүшләр. Бү- 
түн бунлар Халдейләрин мөвһумат тәрәфдән мискин бир кеч- 


1 Халдейлэр индики, Месопотамияда яшамышлар (Дәҹлә вә Фәрат чай- 
ларынын саһилләриндә ерлэшиб). Чох гәдим заманларда белә бу өлкәдә 
йүксәк мәдәни вә күчлү бир дөвләт гурулушунун олмасы вэ һәтта, дейи- 
лэнлорэ көрә дөвләтин биринҹи дәфә бу өлкәдә мэйдана ҝәлмәси һаггында 
рәвайәт вардыр. Гәдим заманларда Халдейлэрин эдэд вә астраномия һаг- 
гында илк биликләрә йийәләндикләрини дә сейлэйэн олмушдур. ХІХ әсрин 
әввәлләриндә тапылан абидәләр бу фикри исбат щи. Бу абидэлэрэ 
эсасэн гэдим асурилэрин вэ бабилилэрин риязи мэдэниййэтэ саһиб олдуг- 
лары сейлэнилир. 

2 Атта!--дирсэк демәкдир тәхминән 525 .им-ә бэрабэрдир. 


мишинн хатырлатмагла бәрабәр а | ВӘ эдэдлэрэ чох 
Й и сүбут : 
гәдим заманларда йийәләндийин 

Сай системи сонралар һиндлиләр тәрәфиндән инкиша 
этдирилмиш вә мәдәни ирсин ән мөһтәшәм абидәси кими йүк- 
сәлмишдир. 

Даһа гәдим сай системләри бир гайда Олараг аддитив 
принсип (ҹәм принсипи) әсасында гурулмушдур, йэ’ни ваһиди 
ншарә эдән рәгәми тәкрар этмәклә һәр бир сонракы рәгәм ишарә. 
эдилмишдир. Мәсәлән, әлдә эдилмиш даш лөвһәләрдән мә лум 
олмушдур ки, Халдейләр 1, 2, 3, 4, 9 рэгэмлэрини 


У ҮҮ үүү түү зуу 


шэклиндэ ишарә эдирмишлэр. Нисбәтән бөйүк сай лазым 
олмадыгындан онлары ишарэ эдэн рэгэмлэр олмамышдыр. Элэ- 
чә дэ Рома рэгэмлэри аддитив принсип эсасында гурулмушдур. 
Мэсэлэн, СХУШ рэгэми „иуз г он-- беш--бир--бир--бир“ ЭДЭ- 
дини ишарә эдир. ХІХ исә ХХ] демэкдир 


МИН" т т ПИН 


ртикал хэтлэрин һәр 
бири бир ваһиди үстдэн чәкилән һоризонтал хәтт исә беш, 
ваһиди кестэри 
исирлилэр дэ бирдэн доггуза кими әдәдләри белә яз- 
мышлар: 


нан ео 4 27 


Юнанлар исә ил 
охшар вертикал хәтл 


‹ П) пинет (йэ’ни беш) се- 
рүнүн баш һәрфи, А (делта\ дека (йэ’ни он) сезунун баш 
һәрфи, Н исә һекта (пэ’ни йүз) сөзүнүн баш һәрфини 5, 10, 
суд эрамы ср га» 
баг йәһудиләр тәрәфиндән дә ао ар “үүд сул 


шынын бөйүк бир тәкамүл дөв- 
нд рәгәмләрини көтүрәк. Аша- 
ҒЫДакы үч сәтирдә язылан рәгәмләр Уйғун олараг эрамыздан 
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әввәл үчүнчү вә икинҹи әсрләрдә вэ эрамызын биринҹи вә 
икинҹи әсрләриндә ишләдилмишдир: 


1+2 624- ү Е 
124 6 5050 200 200 500 


ЕДАС 
12 4 6 79101010 


Фф 
128 4 9 6 78 9 


Бэ зи тарихчиләрин көстэрдиклэринэ көрә һинд рәгәмләри 
вэ онлуг сай системи Багдада УШ эсрдэ кечмишдир. Әрәб 
истиласы заманы (әрәбләрин ҮШ әсрдә Испанияя Пүчуму 
заманы) һәмин рәгәмләр вә онлуг сай системи Авропа елкэ- 
ләринә яйылмышдыр. Әрәбләр һиндлиләрин ишләтдийи рәгәм- 
ләри дәйишиксиз гәбул эдәрәк ишләтмәмишләр. Әрәбләр һинд 
рәгәмләрини тэкмиллэшдирмиш, кенишлэндирмиш, садэлэш- 
дирмиш вә әмәли ҹәһәтдән даһа элверишли шэклэ салмышлар. 

Тәдгигатларын кестэрдийинэ керә тарихән сыфыр рәгәми 
һиндлиләрдә олмамышдыр. 

Бу да һиндлиләрин рәгәмләрин мәртәбәләринә фикир вер- 
мәдикләрини ҝөстәрир. Сыфыр рәгәмини (0) әрәбләр дахил 
этмишлар. Әрәбҹә сыфыр бош мә’насында ишләдилир. Әрәб 
китабларыны Авропа дилләринә (латын вә испан дилләринә) 
тәрҹүмә этдикдә „сыфыр“ кәлмәси тәрҹүмә олунан китаблара 
„сіјға“ шэклиндэ дахил олмуш (Русҹа „цифры“ —сөзү дә бу- 
радан алынмышдыр) вэ ики мэ’нада ишлэдилмишдир. Хусуси 
мэ’нада сї/та-сыфры ишарә этмәк үчүн, үмуми мэ’нада исә 
рәгәм мә’насында ишләдилмишдир. 

Әрәбләрин онлуг сай системи өзүнүн садәлийинә, файдалы 
олмасына көрә орта әсрләрдә Авропа өлкэлэриндэ ишлэдилэн 
бир чох сай системләрини мәишәтдән сыхышдырыб чыхарт- 
мышдыр. Тәхминән орта әсрин ахырларында авропалылар 
латын рәгәмләринин мүгабилиндэ инди ишләтдийимиз рэгэм- 
ләри әрәб рәгәмләри адландырдылар. Әрәб рәгәмләри, бир 
вә доггуз рәгәминдән башга мин ил әрзиндә хейли дәйишди- 
рилмишдир. 


Әсл әрәб рәгәмләри: 1 ( 


Г 5.07 у л а 
Х эсрдә Ав- 
ропаданшлэнэн | 7 } сц «у 74.8 


эрэб рэгэмлэри: 
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ХУ әсрдә Ав- 

ропада ншлэнэн ‘° РА 4 Х 7 6 7 К о 
эрэб рэгэмлэри: 

Һазырда ишлэ- 

нән әрәб рэ; ә 3 4 5 6 7 8 9 0 
гэмлэри: 

Эсл Рома рэгэмлэри мүбайисэлидир. Рома рәгәмләри Ваг- 
гында ирәли сүрүлэн рә йләрдән һәгигәти ортая чыхартмаг 
чәтиндир. Лакин ишләдилән илк үч рәгәм (1, П, Ш) бармаг- 
ларын ишарәси, У рәгәм (беш) әлин ишарәси (баш бармаг 
бир тәрәфдә, дөрд бармаг исә дикәр тәрәфдә олдугда) вә Х 
ики Ү-дэн ибарәт олдуғу фикри (яхуд ики әлин чарпаз шэк- 
ли) инандырыҹыдыр. 

Инди исә натурал әдәдләр үзәриндә Һесаб әмәлләринин 
(топлама, чыхма, вурма, бөлмэ) мэншэиндэн бэйс эдәк. Пе- 
саб эмэллэри илк дэфэ бармаглар васитэсилэ эдилмишдир. 
Илк дөврлэрдэ эшя чохлуруну бирлэшдирмэк, эшя чохлу- 
гундан бир гисм шейлэри айырмаг топлама вэ чыхма әмәл- 
лэринин эн садэ үсулу олмушдур. 

Вурма эмэли исэ бир нечэ дэфэ (ики дэфэ, үч дэфэ вэ и. 
а.) эйни мигдарда көтүрүлэн шейлэрин бирлэшдирилмэси йолу 
илэ эмэлэ кэлмишдир. | 

Бөлмэ эмэлинэ кэлинчэ бу әмәл бир мигдар шейлэри бәра- 
бэр һиссәләрә (ики һиссәйә, үч һиссәйә вә и. а.) айырмаг йолу 
илә эдилмишдир. Сай просесиндэ олдугу кими, һесаб әмәллә- 
ринин ишләдилмәсинин илк мәрһәләләриндә дә топлама, чых- 
ма, вурма, бөлмә әмәлләринин нәтичәсиндә алынан әдәдин мү- 
чәррәд маһиййәти, һабелә үзәриндә һесаб әмәлләри апарылан 
шейләрин тәбиәтиндән асылы олмамазлыг фикри һәлә ортая 
чыхмамышды. Ялныз узун бир тарихи инкишаф йолу кечэн 
бәшәр дүһасы белә бир факты мейдана чыхартды. 

Инсанлар бир груп эйни адлы шейләр үзәриндә бу шейләрин 
адындан асылы олмадан һесаб әмәлләри апармаг вәрдишинә 
йийэлэндилэр. Мәсәлән, ики шейи үч шейлә бирләшдирдикдә 
бунларын ағаҹ, инсан, гуш вә и. а. олмасындан асылы олмая- 
раг беш шей эдәҹәйи фикри беш әдәдинин мүҹәррәд мадий- 
йәтини мейдана чыхартды. 

Беләликлә, шейләрин тәбиәтиндән асылы олмаяраг онларын 
бирләшдирилә вә айрыла билмәси фикри шейләр үзәриндә апа- 
рылан илк һесаб әмәлләринин мүчэррэд маһиййәти демәк иди, 
Риязи фикир инкишафынын бу мәрһәләсиндән башлаяраг әсас 
һесаб әмәлл ринин (топлама, чыхма, вурма, бөлмә) хассәләри 
натурал әдәдләр үзәриндә өйрәнилмәйә башлайыр. 

Шейләрин бирләшдирилә вә айрыла билмәси хассәләри өз- 
өзлүйүндэ натурал әдәдләр үзәриндә апарылан әсас әмәлләрин 
чох айдын көрүнэн, вэрдиш эдилән бир сыра хассәләринин 
мейдана чыхмасына билаваситә көмәк этмишдир. Ҹәм вә вур- 
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ма эмэллэринин эсас хассэлэри белэ хассэлэрдэндир (топланан- 
ларын ерини дәйишдикдә ҹәм дэйишмир. Вуругларын ерини 
дәйишдикдә һасил дәйишмир вә и. а.). 

Натурал әдәдләр үзэриндэ эдилән һесаб әмәлләринин тэ’ри- 
фини вермәк үчүн чохлуглар һаггындакы бэзи анлайышлара 
мүрачиэт этмэлийик. 


Чохлуг анлайышы эн илк анлайышлардандыр. Бир А 
об’ектинэ тэ’риф вермэк учун ону тэшкил эдэн эн бэсит об’ект- 
лэри муэййэн этмэк лазымдыр. Сонра бу бэсит об’ектлэри 
әсас гәбул этмэк шэртилэ верилмиш об’ектин тэ’рифи, бәсит 
об’ектләр васитәсилә верилмәлидир. 


Чохлуг анлайышы ән илк анлайышлардан бири олдуғу үчүн 
ону даһа бәсит, даһа әзәл олан бир анлайыш васитәсилә ифадә 
этмәк гейри-мүмкүндүр. 

Ибтидаи инсанларын нәзәриндә һәр шейдән габаг эшя чох- 
луғу, мәсәлән, һейван сүрүсү, гушларын дәстәси вә и. а. ҹан- 
ланмышдыр. 


Ё! Чохлуғу әмәлә ҝәтирән шейләрә онун элементләри дейи- 
лир. Мәсәлән, охудуғумуз бу сәһифәдәки һәрфләр бир чох- 
лугдур. Бурада чохлуғун элементләри һәрфләрдир. Әҝәр бу 
сәһифәдәки сөзләр чохлуғуну нәзәрдән кечирмиш олсаг, баш- 
га бир чохлуг әлдә этмиш оларыг. Инди бу ени чохлуғун эле- 
ментләри сөзләрдир. 


Инсан өз әмәли вә зеһни фәалиййәтиндә ики вә я бир нечә 
чохлуғу мүгайисә этмиш вә бу чохлугларын элементләри ара- 
сында мүэййэн уйғунлуг ярада билмишдир. Мәсәлән, стол 
әтрафында дуран бир нечә адамла онларын отурмаг истәдик- 
ләри стуллар арасындакы уйғунлуг, һәр бир адама гаршы бир 
стулун олмасыдыр. Бурада мүмкүндүр ки, һәр бир адама, бир 
стул вә һәр бир стула бир адам уйғун олар вә белә олдугда 
адамлар отурдугдан сонра нә стул артыг галар, нә адам. Баш- 
га бир һалда адамлар отурдугдан сонра бир стул вә я бир 
нечә стул артыг гала биләр; я да стул кифайәт этмәдикдә 
адамлардан бири вә я бир нечәси аяг үстдә галар. Бу уйғун- 
луғу зеһни дә яратмаг олар. Биринҹи һалда дейирик ки, адам- 
ларла стулларын сайы бәрабәрдир. Белә олдугда адамлар 
чохлуғу илә стуллар чохлуғуна эйни сайлы чохлуг дейилир. 
Эйни сайлы чохлуглардан биринҹи чохлуғун һәр бир элемен- 
тинә, икинҹи чохлуғун бир элементи вә икинҹи чохлуғун һәр 
бир әлементинә биринҹи чохлуғун ялныз бир элементи уйғун 
ҝәлир. Икинҹи вә үчүнҹү һалларда исә адамлар чохлуғу илә 
стуллар чохлуғу эйни сайлы чохлуглар олмаячагдыр. Бу һал- 
да чохлугларын бири, е биринин мүәййән һиссәси илә эйни 
сайлы олаҹагдыр. Эйни сайлы олмаян ики чохлугдан биринин 
элементләринин сайы, о бчринин элементлэринкиндэн чох ола- 
чагдыр. Һиссәси илә эйни сайлы олан чохлуғун элементлэри- 
нин сайы аз, о бири чохлуғунку исә чохдур. 
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„Бөйүк!^ сөзүнү риязийятда чохдан бәри >> илә ишарә 
эдирләр (бу ишарәнин тәрәфләри арасындакы мәсафә бөйүк 
кэмиййэтдэн башлаяраг кичийэ доғру азалыр). „Кичик“ сөзү 
исә < илә ишарә эдирлэр (бу ишарэдэ исә тәрәфләр арасын- 
дакы мәсафә кичикдэн бейуйэ дору артыр). 

Мәсәлән, 15>7 дедикдә Сиз нәзәрдә тутмалыйыг ки, эле- 
ментләринин сайы 15 олан чохлуг, элементләринин сайы 7 
олан чохлугдан бөйүкдүр. Яхуд китабын бир сәһифәсиндәки 
һәрфләрин сайыны ҝөстәрән чохлуг бүтүн китабдакы һәрфлә- 
рин сайыны кестэрэн чохлугдан кичикдир. 


Чохлугларын мүгайисәси белә яранмыш, тәшәккүл тапмыш 
вә мүчэррэдлэшмишдир. Инсан тэчрүбэсинин муэййэн инкишаф 
пилләсиндә, верилмиш бир чохлугла бир нечә ардыҹыл сөз 
арасында ла гаршылыглы биргиймәтли уйғунлуг яранмышдыр. 
Сөзләр бунлардыр: биринҹи (бир), икинҹи (ики), үчүнҹү (үч), 
дөрдүнҹү (дөрд), бешинҹи (беш) вә и. а. 

Һәр шейин мүгабилиндә дейилән бу сөзләр һәмин шейин 
нөмрәси адландырыла биләр. 


Беләликлә, верилмиш чохлуғун элементләринин һәр биринә 
гаршы онун нөмрәсини гойдугда ики Вал ола билэр: 1) мүэй- 
йән нөмрәдән сонра чохлуғун нөмрәләнәси элементи галмаз: 
2) бу нөмрәләмә сонсуз давам эдәр. Биринҹи һалда чохлуғун 
элементләринин сайы сонлудур вә я чохлуг сонлудур, икинҹи 
һалда исә чохлуғун элементләринин сайы сонсуздур вә я чох- 
луг сонсуздур. 

Беләликлә, әшя чохлуғун элементләринә гаршы биринҹи 
натурал эдэддэн башлаяраг натурал әдәдләр сырасынын эле- 
ментләрини гойма просесинә сай просеси дейилир. Сай просе- 
синин сонунда дейилэн натурал әдәдә чохлугун элементләри. 
сайы дейилир. Беләликлә, натурал әдәдләр сырасы верилмиш 
чохлугла мүгайисэ эдилә билән һәр бир чохлуғу әвәз эдир вэ 
эйни заманда натурал әдәдләр сырасы васитәсилә мүгайисә 
олунан чохлуғун элементләринин сайыны тә’йин эдир. Гәдим 
заманлардан башлаяраг, бу күнә гәдәр һәятда вә мэишэтдэ 
натурал әдәдләрдән бу мәгсәд үчүн кениш өлчүдә истифадә 
олунур. Мәсәлән, күчәләрдәки эвләрин нөмрәләнмәси, һәр 
эвдэки мэнзиллэрин нөмрэлэнмэси вә и. а. кестэрмэк олар. 


Диҝәр тәрәфдән чохлуғун элементләринин сайыны тә'йин 
эдән натурал әдәд, бу чохлуғун элементләринин сайылмасы 
нөвбәсиндән асылы дейилдир. Мисал үчүн, охудуғумуз бу сәһи- 
фәдәки һәрфләрин уҹдан тутараг бирбаша нөмрәләнмәсиндән 
вә эләҹә дә сәһифәнин һансы сәтриндән башлаяраг нөмрэлэн- 
мәсиғдән асылы олмаяраг саһифәдәки бүтүн һәрфләрин сайы 
дәйишмәйәҹәкдир. 


1 > вә < ишарэлэрини илк дәфә инкилис риязийятчысы Гарриот (1560-- 
1621) ,Агив апа!уйсае ргахіѕ, еѕі* әсәриндә ишлэтмишдир. 
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“руу 


Сонлу чохлугларын өзүнә мәхсус бир сыра дахили хассә- 
ләри вардыр. Верилмиш ики сонлу чохлуғун һансында эле- 
ментләрин сайынын чох олмасы суалына ҹаваб вермәк үчүн я 
онларын элементләри арасында уйғунлуг вә я һәр ики чохлуг 
илә натурал әдәдләр сырасы арасында уйғунлуг дүзәлтмәлийик. 
Мәсәлән, тутаг ки, биринҹи чохлуғун элементләри илә 1, 2, 
3... ‚п, натурал әдәдләри арасында гаршылыглы биргиймәтли 
уйғунлуг дүзэлдилмишдир, йә'ни биринҹи чохлуғун һәр бир 
элементинә гаршы кестэрилэн натурал әдәдләр иҹәрисиндә бир 
әдәд вә тәрсинә һәмин натурал әдәдләрдән һәр биринә 
гаршы биринҹи чохлуғун ялныз бир элементи вардыр. 

Һабелә тутаг ки, икинҹи чохлуғун элементләри илә І, 2, 
3-4-т натурал әдәдләри арасында гаршылыглы биргиймәтли 
уйғунлуг дүзэлдилмишдир. Бу һалда әҝәр натурал л әдәди 
т-дән бөйүк оларса, биринҹи чохлугдакы элементләрин сайы 
икинҹи чохлугдакы элементләрин сайындан чохдур вә я биринҹи 
икинчидэн күчлүдүр дейилир. Әксинә, биринҹи чохлуғун эле- 
ментлэринин сайы икинҹидән аздырса (йә’ни и<у оларса), онда 
икинҹи чохлуг күчлүдүр. 

Әҝәр л=т оларса, онда һәр ики чохлуғун күчү эйнидир. 
Беләликлә, һәмишә ики сонлу чохлуғун күчүнү мүгайисә эт- 
мәк үчүн я бу чохлугларын элементләри арасында вә я бу 
чохлугларла натурал әдәдләр арасында гаршылыглы биргий- 
мәтли уйғунлуг дүзәлтмәк лазымдыр. 

Сонсуз чохлугларын күчүнү тэ’йин этмэк вә я сонсуз чох- 
луглары мүгайисә этмәк үчүн эйнилә бу гайдадан истифадә 
этмәк олар. 

Белә бир суал олунур: натурал әдәдләр чохлуғу күчлүдүр, 
йохса чүт! натурал эдэллэр чохлуғу? 

Заһирән бөлэ керунур ки, бүтүн натурал әдәдләр чохлуғу 
ҹүт әдәдләр чохлуғундан күчлүдүр, чүнки чүт әдәдләр чохлу- 
ғу бүтүн натурал әдәдләр чохлуғуна дахилдир. 

Әслиндә сонлу чохлуглара хас олан белә бир тәклиф сон- 
суз чохлуглар үчүн доғру дейилдир. Мәсәлән, тутаг ки, бү- 
түн натурал әдәдләр чохлуғу 

1, 2, 2, 4, 5, -4,0,..,,216, *° (1) 


илә бүтүн чүт әдәдләр чохлуғу 
2, 4, 6, 8,...,2т, 


мүгайисэ олунур. (1) чохлугунун Пэр бир элементини икийэ 
вуруб, (2) ҹохлуғунун элементләрилә мүгайисә эдәк. 

Онда (1) чохлуғунун 1 элементинә гаршы, (2) чохлуғунун 
2 элементи (ялныз 2); (1) чохлуғунун 2 элементинә гаршы, 


(2) 


: Һәр бир икийә бөлүнэн натурал әдәдә чу?! бөлүнмәйән иатурал әдәдә 
исә тәк эдэд дейилир. 
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(2) чохлугунун 4 элементи (ялныз 4) вә и. а. (1) чохлуғунун 
п элементинэ гаршы, (2) чохлуғунун 2 л элементи дурур вә с. 

Эләҹә дә (2) чохлуғунун һәр бир әлементини 2-йә бөлсәк 
(1) чохлуғунун бүтүн уйғун элементлэрини әлдә этмиш оларыг. 
Беләликлә, (1) чохлуғунун элементлэрилэ, (2) чохлуғунун 
элементләри арасында гаршылыглы биргиймәтли уйғунлуг яра- 
дылмыш олур. Демәли, бүтүн натурал әдәдләр чохлуғу илә 
бүтүн чүт әдәдләр чохлуғу бир күчлүдүр. 

Элементи олмаян чохлуға бош чохлуг дейилир. Бош чох- 
луғун элементләринин сайыны сыфыр адландырмағы шәртлә- 
шәк. Она көрэ дә сыфыр һәр бир натурал эдэддэн кичикдир, 
чүнки бош чохлугдакы элементлерин сайы (элементлэр йох- 
дур), бош олмаян (элементли чохлуг) чохлуғун элементләри- 
нин сайындан аздыр. 

Экэр В чохлуғу бош чохлугдурса (элементсиз чохлуг) А 
бош чохлуг дейилдирсә, онда В чохлуғунун элементләри сайы 
0=0, А чохлуғу элементләринин сайы а:>0 олур. 

Чохлугларын элементләри сайыны тә’йин этдикдән вә онла- 
рын үзәриндә апарылан әсас әмәлләри натурал әдәдләр үзэ- 


ринә кечирдикдән сонра натурал әдәдләр үзәриндәки әсас әмәл- 
ләрин өйрәнилмәсинә кечә биләрик. 


1. Топлама вә чыхма 


Топлама. Тугаг ки, элементләри ихтияри тәбиәтә малик 
олан ики чохлуг верилмишдир. Бунлары А вә В илә көстә- 
рәк. Һәмин чохлугларын элементләри сайыны кестэрэн нату- 
рал әдәдләри уйғун олараг а вә 6 илә, бу ики чохлуғун бир- 
ләшдирилмәсиндән алынан чохлуғу А +В васитәсилә, бу чох- 
луғун элементләринин сайыны а--д илә ишарә эдәк. А чохлу- 
ғундан онун С һиссәсинин кәнар эдилмэсини А—С илә, (а—с 
илә исә А-дан онун һиссәи олуб, сайы „с“ олан С чохлуғуну 
кәнар этдикдән сонра галан чохлуғун сайыны ишарә эдәк. Бура- 
да-+ (плюс)! топлёма ишарэсидир;— (минус)? исә чыхма ишарэ- 


сидир. Һәмин ишарәләр ХУ әсрдә мейдана чыхмыш, ХҮІ эсо- 
дән башлаяраг яйылмышдыр. 


Бэ’зи риязийят тарихчиләринин яздығына керэ-- вэ— ишарэ- 
ләринә илк дәфә Видман Экерин 1489-чу илдә яздығы Ари- 
фимет ка? китабында раст кэлмишлэр, Бу ишарәләрин үму- 
миййәтлә гәбул эдилмәси үчүн чох вахт лазым кэлмишдир. 


1+ ишарэсинин ады латын сөзү өлан р!из (плюс) сөзүндэн алынмышдыр 
ки, бу да „чох“ (артыг) демәкдир. 


3--ишарэси исә латын сөзү олан тіпиѕ (минус) сөзүндән алынмышдыр 
КИ, „аз“, „азалтма“ демәкдир. 


з Ѕоһаппеѕ Мійтап уоп Ерег 1489-ҹу илдә һесаба аид үч Һиссәдән 
прн; Д бир эсэр язмышдыр, Бу әсәрин үчүнчү һиссәсиндә һәндәсәдән бәһс 
р. 
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маш 


Бирлэшдирилэн чохлугларын элементлэри сайыны кестэрэн 
натурал әдәдләрә (а-я, 0-йә) топлананлар, бирлэшдирилмиш 
чохлугларын элементләри сайыны кестэрэн натурал әдәдә 
(44-0-йа) исә бу толлананларын ҹәми дейилир. 


Верилмиш топлананлара көрә онларын чэминин тапылма- 
сына топлама әмәли дейилир. 

Айдындыр ки, ҹәм әмәлини бу гайда илә тә’риф этдикдән 
сонра ялныз ики топлананын дейил, үч, дөрд, беш вә с. бир 
нечә топлананларын да ҹәмини тапмаг олар. Ҹәми, садәҹә вери- 
лән чохлугларын элементләрини саймагла да тапмаг олар. Ла- 
кин чох вахт элә чохлугларын ҹәмини тапмаг лазым кэлир 
ки, бу чохлуглардан бири, бир нечәси вә я һеч бири сай про- 
сесиндә билаваситә иштирак этмәйәрәк, долайы йолла фикирдә 
мә'лум олур. 

Тутаг ки, бир ери шумламаг үчүн нечә адам лазым олду- 
ғуну тапмаг истәйирик. Бунун үчүн адамлары бир сырая топ- 
лайыб, сонра саймаг әлверишли вә бә’зән мүмкүн олмур. 

Белә олдугда адамларын еринә чубуглар вә я торпаг үзә- 
риндә чәкилән изләри көтүрмәк олар вә бунунла да ери шум- 
ламаг үчүн нечә адам лазым кэлдийини мүэййэн этмәк олар. 

Топлама әмәли ашағыдакы хассәләрә маликдир: 

1. Айдындыр ки, 4--8 вә В+А чохлуглары мүхтәлиф: 
дейил эйни чохлуглардыр. Она көрә дә һәмин чохлугларын 
элементлэгинин сайы да эйни олмалыдыр. Беләликлә а = 
—=6--а олмалыдыр!, йә’ни топлананларын ери дэйишдикдэ 
ҹәм дэйишмэз. Эләҹә дә бир нечә топлананл р үчүн һәмин 
хассәләрин доғрулуғуну көстәрмәк олар. Ҹәмин бу хассәсинә 
ердэйшимэ вә я коммутативлик хассәси дейилир. 


2. Тутаг ки, үч ихтияри А, В, С сонлу чохлуглары верил“ 
мишдир. Бу үч чохлуғу мүхтәлиф гайда илә бирләшдирмәк 
олар: А-ны В илә бирләшдириб, алынан чохлуғу С илә; вэ Я 
В-ни С илә бирлашдириб, злынан чохлуғу А илә бирлэшдир- 
мәк олар (даһа башга йолла да бигләшдирмәк олар). Чохлуг- 
лары бирлэшдирмэ гайдасыны бер-бириндэн айырд этмэк үчүн 
мө тг ризә ишарәсиндән истифадә этмәк олар. Бу ишарә ХУП әср- 
дән башлаяраг ишләдилмәкдәдир. Мәсәлән, бу бирләшдирмәни 
(А+В) + С шәклиндә яздыгда, әввәлҹә А илә В-нин бирлэш- 
дирилдийй (топландығы) сонра исә алынан ҹәм илә С-нин 
бирлэшдирилмэси душунулмглидир. | 

А+(В+С) шэклиндэ яздыгда исә әввәлҹә В илә С-нин бир- 
ләшдириллийи (топландығы), сонра исә А-нын үзэринэ бу чох- 
луғун әлавә олундуғу дүшүнүлмәлидир. 
ыыы 


1 Бурада--ишаргси бәрабәрлик ишарэси Олуб ХҮІ әсрдән этибарэн- 
Вә—-Ишарәләриндән сонра ишләнмишдир. Илк дәфә һәмин ишарә инҝилис 
һәндәсәчиси Рекорд (Кесог4) тәрәфиндән „АгИз оѓ м“ (Әглин дирәйи) кита- 
бында Ишләдилмищдир. 


15. 


Бу нки чохлугун сайынын бәрабәр олдуғуну чох асанлыгла 
йэгин этмэк олар. Бу чохлугларын элементлэри сайынын 
(44-5)-с вә а--(04-с) илә ифадә олуначагы айдындыр. 
Демәли, 

(а-- 6) +е=а- (6 -- с) 


олмалыдыр. 

Натурал әдәдләрин бу хассәсинә груплашдырма вә я асса- 
сиативлик хассәси дейилир. 

3. Инди һәр һансы А чохлугуну бош чохлугла бирлэшди- 
рәк. А чохлугунун элементлэри сайыны а, бош чохлуғун эле- 
ментлэри сайыны 0 (сыфыр) илә кестэрэк. Онда топламанын 
тэ’рифинэ көрә а--0--а олар, чүнки А чохлуғуну бош чохлуг- 
ла бирлэшдирсэк А чохлуғунун элементләри үзэринэ һеч бир 
элемент әлавә олунмаз. 

Чыхма. Инди чыхма әмәлинин хассәләрини өйрәнәк. 

Биз юхарыда чыхма әмәлини, верилмиш чохлугдан онун 
бир һиссәсинин кәнар эдилмәси кими гейд этдик. Мәсәлән, 
әрик ағаҹындан дэймиш эриклэр дэрилэрсэ, ағаҹдакы әрикләр 
чохлуғундан дэймиш әрикләр кәнар эдилмиш олар, йә'ни, әрик 
агачындакы эриклэр чохлуғунун бир һиссәси кәнар эдилмиш 
олур. Белә бир мәсәлә мейдана чыхыр: чохлуғун элементләри 
вә бу чохлуғун кәнар эдилән һиссәсиндәки элементләрин са- 
йыны билдикдә галыг чохлуғун элементләри сайыны тапмалы. 

Айдындыр ки, галыг чохлуғун элементләрини садәҹә сай- 
магла тапмаг олар. Мәсәлән, әрик ағаҹында беш йүз әрик вар- 
дырса, онун үч йүзү дәрилдикдән сонра ики йүз әрик галаҹа- 
ғыны садәҹә йәгин этмәк олар. 

Лакин галыг чохлуғу саймаг чох вахт имкан хариҹиндә 
олур. Она көрә дә саймаяраг галыг чохлуғун элементләринин 
сайыны тә'йин этмәйи баҹармаг лазымдыр. 

1. Экэр А чохлуғундан овун бүтүн элементләри кәнар эди- 
лэрсэ, мәсәлән, ағаҹдакы бүтүн эриклэр дэрилэрсэ, А--А га- 
лыг чохлуғу бош чохлугдан ибарәт олаҹагдыр (ағаҹда әрик 
галмаяҹагдыр). Тутаг ки, А чохлуғунун элементләринин сайы 
а, онун һиссәси олан В чохлуғунун элемен гләринин сайы 
р-дир. А чохлуғундан В чохлуғуну айырдыгдан сонра онун 
галан элементләринин сайына натурал а вә 6 әдәдләринин фәрги 
дейилир вә бу да а—6 шәклиндә ишарә эдилир. 

Фәргин тапылмасы әмәлинә чыхма әмәли дейилир. 

а—а=0, а—0=а вэ 0—0—0 олдуғу айдындыр. Бурада чых- 
ма әмәлинин мүмкүн олмасы үчүн һәмишә чыхылан (9), аза- 
ландан (а) кичик олмалыдыр. | 

Инди чыхма әмәли илә топлама эмэли арасындакы элагэни 
к естэрэк. 

2. Экэр А чохлуғундан онун һиссәси олан В-ни кэнар эди- 
риксэ, кэнар эдилэн чохлугу енидэн галыг чохлугла бирлэш- 
дирсәк А чохлуву алыныр, чүнки, бу һалда А чохлуғу үзэринэ 
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конардан элемент әлавә олунмур, кэнар эдилэн элементлэр 
исә енидэн А—чохлугуна гайтарылыр. Она көрә дэ 


(4--0)--0--04 


олур. Бурадан керунур ки, чыхма эмэли топлама эмэлинин 
тэрсидир. Догрудан да а—Б илә б-нин топланмасы а-дан, 
б-нин чыхылмасы әмәлини йох эдиб а-ны бэрпа эдирвэяа 
эдэдинин үзэринэ 4 эдэди кэлсэк, сонра исэ алынан эдэддэн 
4-ни чыхсаг енә дэ а әдәдини аларыг: 


а + 94-4 = а. 


Демәли, топлама әмәли дә чыхма әмәлинин тәрсидир. Бир 
сөзлә топлама вә чыхма әмәлләри гаршылыглы тэрс әмәлләр- 
дир. Беләликлә, чыхма әмәли, топлананлардан бири вә ҹәм 
мә’лум олдугда дикәр топлананы тапмаг әмәлиндән ибарәтдир. 
Бурада ҹәмә— азалан; мэ’лум топланана—чыхылан, ахтарылан 
топланана исә фәрг дейилир. 

3. Бэ’зэн верилмиш А чохлуғундан онун бир В Һиссәсин- 
дән әлавә башга бир С Һиссәсинин дә кәнар эдилмәси лазым 
ҝәлир. Мәсәлән, мин әрийи олан ағаҹдан әввәлҹә үч йүз әрик, 
сонра даһа ики йүз әрик дәрилмишдир. 

Бу мәсәләни ики ҹүр һәлл этмәк олар: 

Әввәлҹә А чохлуғундан онун һиссәси олан В-ни чыхмаг, 
алынан галыг чохлугдан енидэн С-ни чыхмаг олар. Бу әмәли 
(А—В) —С шәклиндә яза биләрик. Бундан башга В чохлуғуну 

—чохлуғу илә бирләшдириб А-дан кәнар этмәк олар. 
Бу әмәли исә ардыҹыл олараг 
А-(В--0) 
шәклиндә язмаг олар. Һәмин чохлугларын элементлэри сайына 
кечсэк, биринчи һалда 
(а—6)—с, 
икинчи һалда исә 
а-(5--0) 


натурал эдэдлэрини элдэ эдирик. 

Белә мәсәләләри һәлл этмәк үчүн кәрәк В вә С чохлуг- 
лары бирликдә А-нын һиссәси олмалыдыр. Һәр ики үсулда 
А-дан эйни сайда элемент кәнар эдилдийинә көрә 

(0—6) —с=а— (04-с) 
олмалыдыр, йә ни, ҹәми чыхмаг әвәзинә, айры-айры топланан- 
лары чыхмаг вә тәрсинә, айры-айры топлананлары чыхмаг әвә- 
зинә онларын ҹәмини чыхмаг кифайәтдир. Беләҹә дә ағаҹдакы 
мин әрикдән әввәлҹә үч йүз, сонра ики йүз әрик дәрсәк, вә я 
бир дәфәлик ағаҹдан беш йүз әрик дәрсәк, ағаҹда беш йуз 
әрик галаҹағыны садәҹә саймагла йэгин этмэк олар. 

4. Инди исә ҹәмдән чыхмаг мәсәләсини нәзәрдән кеҹирәк. 
Тутаг ки, гызыл күл ағаҹында биринҹи күн он гөнчә вардыр. 
Сәһәри исә даһа беш гөнчэ ачылмышдыр. Сонра үч гөнчә 
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дэрилмишдир. Айдындыр ки, үч гызыл кул әввәлҹә ачылмыш 
10 гызыл күлдэн, я сонра ачылмыш беш гызыл күл ичэрисин- 
дэн дэрнлэ билэр вэ я фәргинә вармадан ағаҹда олан бүтүн 
ачылмыш гызыл күллэр ичэрисиндэн (агачда он беш гызыл 
күл ачылмышдыр) үчүнү дэрмэк олар. Бу дедиклэримизи 
үмумилэшдирсэк белә гейд этмэк олар. А вә В чохлуглары 
бирләшдирилдикдән (бир ерә топладыгдан) сонра алынан чох- 
лугдан А-нын вә В-нин һиссәси ола билэн бир С чохлуғуну 
ашагыдакы үч гайда илә кәнар этмэк олар: 

1.А4,481-0) 

2(4-0)-8 

8.34-48-0) 

Айдындыр ки, бурада һәр үч һалда ердэ А вэ В чохлуг- 
ларынын, С-йә дахил олан элементләриндән башга элемент- 
ләри галачагдыр. Она көрә дә әкәр А, В, С чохлугларынын 
элементлэри сайы уйғун олараг а, 6, с, оларса онда: 

(4--0)-с-44-с)-0-г44480--с) 
алыначагдыр. 

Элэчэ дэ гызыл кул авачындан күл дэрилдикдэ агачда га- 
лан гызыл күлүн сайы үч һалда бәрабәр олачагдыр. 

9) Тутаг ки, А чохлугундан С чохлугу кәнар эдилмиш В 
чохлуғунун (С чохлугу В-нин һиссәсидир) элементләринин 
кәнар эдилмәси арзу олунур. Айдындыр ки, С чохлуғу кәнар 
эдилмиш В чохлугунун элементләри (В С) чохлуғунун эле- 
ментләриндән ибарәтдир. Онда А чохлуғундан С чохлуғу кә- 
нар эдилмиш В чохлуғунун элементлэрини кәнар этсэк 


А—(В—С) 
чохлуғуну әлдә эдирик. 

Бу иши башга ҹүр дә этмәк олар. Әввәлҹә А чохлуғундан 
В-нин бүгүн элементлэрини кәнар эдиб, алынан чохлуғу С 
чохлуғу илә бирләшдирә биләрик. Айдындыр ки, һәр ики 
һалда А чохлуғундан В-нин эйни элементләрини кәнар этмиш ` 
оларыг. Галыг чохлуглар һәр ики һалда эйни элементләрдән 


ибарәт олар. Она керэ дә әҝәр А чохлуғунун элементләринин 
сайы а, В-нинки Ё вэ С-нинки с оларса, онда 


а—(6—с)=(а—0)--с 
олар. | 


2. Вурма вә бөлмә 


Вурма, Сайлары эйни олан ики вә бир нечә чохлуғу нә- 
зәрдән кечирэк, Тутаг ки, бир хиябанда һәр сырада он беш 
ағаҹ олмагла уч сыра агач әкилмишдир. Демәли, бурада һә- 
рәсиндә он беш элемент олан үч чохлуг верилмишдир, Бу 
чохлуглары бирләшдирсәк ени чохлуг әлдә этмиш оларыг. 
Ени чохлуғун нечә элементи олаҹағыны тапмаг тәләб олунур. 
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Ашкардыр ки, ени чохлугун элементлэринин сайы 
15--15-- 15 
олачагдыр. 

Чох вахт элементлэринин сайы бәрабәр олан үч чохлуг 
дейил, даһа чох сайда чохлуғу бирләшдирмәк тәләб олунур. 
Бу һалда ени чохлуғун элементләри сайыны чәм ишарәси 
васитәсилә узун-узады язмаг лазым кәлдийиндән дикәр ишарә, 
йә'ни вурма ишарәси ишлэдилир. 

Вурма ишарэси (-) нөгтә вэ я (х)! шэклиндэ язылыр. 
Нөгтэ шәклиндә вурма ишарәси ХУП әсрдә мейдана чыхмыш, 
лакин бунун ишлэдилмэсиндэ узун заман тәрәддүд көстәрил- 
мишдир. 

Демәли, 15--15--15=—15:3 (вә я 153) шэклиндэ язылма- 
лыдыр. 

Беләликлә, вурма әмәли бәрабәр топлананларын ҸӘМИНДӘН 
ибарәтдир. Бу һалда, тәкрар эдэн топланана вурулан, топла- 
нанларын сайына исә вуран дейилир. Вурулан вә вурана бир- 
ликдэ вуруглар да дейилир. Вурмадан сонра әлдә эдилэн ЭДЭДЭ 
исә расил дейилир. Демәли, мэ’лум вуруглара көрә һасилин 
тапылмасына вурма әмәли дейилир. 

Вурма әмәлинин дә бир сыра мүһүм хассәләри вардыр. Бу 
хассәләр ашагыдакылардыр: 


1-чи шәкил 


1) Вуругларын ери дәйишдихдә һасил дәйишмәз. 

Тутаг ки, а вә б ихтияри ики натурал әдәддир. а-ны, б-йә 
вурмаг а-ны 6 ләфә өз-өзү илә топламаг демәкдир. Тутаг ки, 
бир лэкдэ һәр бириндә а гәдәр шитил олан Б ҹәрҝә шитил 
экилмишдир (1-ҹи шэкил). | 


1 Вурма ишарэси (.) шәклиндә ХҮП әсрин икинчи ярсында Лейбнис 
тәрәфиндән ишләдилмишдир. | 

Вурма әмәлинин Х ишарәси исә (Оцрһїтеа) Оутретии риязийят кита- 
бында ишлэдилмишдир, 
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Айдындыр ки, лэкдэ әкилән бүтүн шитиллэрин сайы 0-0 
НЕ, Шул сайыны белә һесабладыгда чәркәләри 
һоризонтал золаглар үзрә һесабладыг (9 ҹәрҝә) вә һәр чэркэ- 
дә а гәдәр шитил олдуғуну нәзәрә алдыг. Инди исә вертикал 
золаглары ҹәрҝә һесаб эдиб (белә ҹәрҝәләрин сайы 0-дыр), 
һәр ҹәрҝәдә д шитил олдуғуну нәзәрә алсаг, ләкдә олан шитил- 
ләрин сайынын 0-0 олаҹағыны көрэрик. Демәли, 

а-0--0-а 
олмалыдыр, бурада а, 6 ихтияри натурал эдэдлэрдир. 

2) Инди исә натурал эдэдлэри вурма эмэлинин пайлама 
ганунуна (дистрибутивлик ганунуна) табе олдуғуну изаһ эдәк. 

Тутаг ки, а, 6, с ихтияри үч натурал әдәддир. 

Онда а-(56--с)--ад--ас (8) 
олар. 

Һәмин бәрабәрлийин доғрулуғуну исбат этмэк үчүн енә дэ, 
а ҹәрҝә вә һәр ҹәрҝәдә 6 вә с гәдәр шитил олдуғуну көтү- 
рәк. Әввәлҹә (3) формулунун сол тәрәфинин доғрулуғуну изаһ 
эдэк. 

2-чи шәкилдә көстәрилдийи кими, һәр квадрата бир шитил, 
һәр шитилә бир квадрат уйғундур. Һәр чэркэнин биринҹи 


әр ҹәрқәдә с 


2-ҹи шэкил 


һиссәсиндә Ё гәдәр шитил, икинҹи һиссәсин 


шитил вардыр. Мэркэлэрин бу ики һиссәсин дэ исә с гәдәр 


и. бир-бириндән 


а чэркэ, һәр чә р 
гәдәр шитал вардыр. Онда АВ мәрзиндә солда а та а 
тил олаҹаг. АВ мэрзинин сағында исә а ҹәрҝә, һәр чаркэдэ 
) 
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исә с гәдәр шитил вардыр. Онда АВ мэрзиндэн сағда ҹәми 
а-с гәдәр шитил олаҹагдыр. АВ мәрзини ләғв этдикдэ, айдын- 
дыр ки, һәр ики һиссәдә аб--ас гәдәр шитил олаҹагдыр. 
мәрзини ләғв этдикдә кәнардан шитил әлавә олунмадығындан 
вә шитилләр азалмадығындан 


а-(5--с)--аб--ас 
олмалыдыр. 

3) Натурал эдэдлэри вурма эмэли груплашдырма (ассоси- 
ативлик) ганунуна табедир. 

Билирик ки, натурал эдэдлэри вурма эмэли ердэйишмэ 
ганунуна табедир. 

Юхарыда көстэрилэн шэкилдэ (1-чи шэкил) һәр шитил бир 
квадратда экилмиш вэ һәр квадратда бир шитил олдугуну фэрз 
этмишдик. Демэли, 1-чи шэкилдэ бу гайда илә бүтүн квадрат- 
ларла шитиллэр арасында гаршылыглы бир гиймэтли уйғунлуг 
ярадылмышдыр. Белә олдугда һәр ҹәрҝәдә @ квадрат, ф чэр- 
кәдә исә 4-0 квадрат олаҹагдыр. 

Тутаг ки, инди һәр квадратда с гәдәр шитил вардыр, онда 
бир чэркэдэ а-с шитал, б ҹәрҝәдә исә (4-с)-0 шитил олачаг- 
дыр. Бэмин шитиллэрин сайыны дикэр тәрәфдән дэ белә һе- 
саблая билэрик. | 

Шэртэ көрә һәр квадрата с шитил санҹылмышдыр. 
Әҝәр һәр ҹәрҝәдә 4 шитил олмагла, һәр квадратда бир 
шитил санчылса иди, онда әлавә (с-ф) ҹәрҝә лазым ҝәләрди. 

Демәли һәр ҹәрҝәдә а гәдәр шитил олдугундан бүтүн ши- 
тилләрин сайы а-(с-0) олмалыдыр. Кәнардан һеч бир шитил 
әлавә эдилмәдийиндән вә санҹылан шитилләрин һеч бири 
атылмадығындан һәр ики гайда илә һесабланан шитилләрин 
сайы бәрабәр олмалыдыр, йә'ни: 


(а.с): р=а- (сБ). 


Юхарыда вурма әмәлинин тэ’рифини вердикдә дедик ки, 
вурма әмәли, элементләринин сайы бәрабәр олав чохлугларын 
ҹәминдән ибарәтдир. Мисал үчүн: 25.3== 25 -- 25 - 25, 
25-2--25--25 вә и. а. 

Демәли верилмиш а натурал әдәдини б натурал әдәдинә 
вурмаг а-ны 6 дәфә өз-өзү илә топламаг демэкдир, Вураны бир 
ваһид азалтдыгда һасил дә вурулан гәдәр азалыр. 

Бурада 6=1 олан һал мүстэснадыр, чүнки а-ны бир дәфә 
тәкрар эдәрәк өзү илә топламаг мүмкүн дейилдир. Она көрэ 
дэ а.1=а гәбул эдилмәлидир. 

Сыфры мүәййән натурал әдәдә вурмаг, сыфры һәмин 
натурал әдәд дәфә өз-өзү илә топламаг демәк олдуғундан: 


0-4-40--0--0--...4:0240 


а дәфә 
олмалыдыр. 
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ааа. течан рь. == - 


Инди исә мүәййән а әдәдинин сыфра вурулмасы гайдасын- 
дан бәһс эдәк. Асанлыгла 
а-(0--с)--аб--ас 
олдугуну йэгин эдэ биләрик. Бурада б-нин с-дэн бөйүк олдуғу 
фэрз эдилир. 
р—=с--1 олдугда 
а.1=а алыныр. 
Инди б--с фәрз эдиб а-(6—6)=а-0=0 
олдуғуну гәбул эдэк. 
Белэликлэ, натурал эдэдлэри вурма эмэлинин тэ’рифини 
вердикдэ, һәмин тэ’рифэ һәр бир натурал эдэдин ваһидә вэ 
сыфра вурулмасы тэ’рифини дэ әлавә этмэлийик. 


Ваһидә вэ сыфыра вурманы белә тэ’риф этдикдэ вурманын 
табе олдуғу бүтүн хассәләрин едэнилдийини йохламаг чэтин 


дейилдир: 
1. а-1=1:а=а 
2. а:(Ь-1)=(а:6):1=а:6 Ь 


3. (4--0):1--4:1--2:1--4--0 
Элэчэ дэ сыфыра вурдугда һәмин хассэлэр өдэнилир: 

1. а-0--0-а--0 

2. а-(5-0)-4(а-0):0--0 

3. (8:0)-0--7-0--с-0--0--0--0 

Биз натурал эдэдлэр үзэриндэ эдилэн эмэллэрин табе олду- 
гу бир ганунун бүтүн натурал эдэдлэрэ хас олдугуну нүма- 
йиш этдирмэк мэгсэдилэ айры-айры натурал эдэдлэрдэн дейил 
(мәсәлән 3, 5, 9 вә с.) ихтияри көтүрүлэ билэн натурал эдэллэр- 
дэн истифадә этдик. Белә натурал әдәдләри а, 6, свән. а. кими 
һәрфләрлә көстәрдик. Бу гайда илә янашараг, сыфыр да да- 
хил олмагла, бүтүн натурал әдәдләрин үзәриндә эдилән топ- 
лама вэ вурма әмәлләринин ашагыдакы хассэлэрэ малик ол- 
дуғуну сүбут этдик: 

1. а-4-6=0+-а 

2. а-ф--5Б-а 

3. (24-6) 4-с=а4-(6--с) 

4, а.(6-с) = (а:6):с 

5. а. (64-с) =аЬ-+-ас. 

Бөлмә. Инди исә натурал әдәдләрин үзәриндә апарылан 
бөлмә әмәлиндән бэйс эдэк. Бөлмә әмәлинин мәншәи тарихи 
чох гәдимдир. Натурал әдәдләр үзәриндә әдилән вурма әмәли- 
лэ янашы мүәййән бир әшя чохлуғуну бир нечә бәрабәр 
һиссәйә айыра билмәк кими мәсәләләрин һәлли дә чох гәдим 
заманларда лазым олмушдур. Әввәлләрдә бир йығын әшяны 
ики вә я үч бәрабәр һиссәйә айырмаг үчүн һәмин эшяны 
бир-бир айырыб, айры-айры ики вә я үч ерә йығырдылар. 
Беләликлә, верилмиш әшя чохлуғуну ики вә я үч бәрабәр һис- 
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сәйә айырыб һиссәләрдән һәр бирини сайырцылар. Элә бу 34- 
ман чохлуғун ики бәрабәр һиссәйә айрылмадығы һалларына 
тәсадүф эдилмиш вә белә мәсәләләр һәлл эдилмәмиш галмыш- 
дыр. Верилмиш чохлуғун элементләри сайыны вә онун нечә 
бәрабәр һиссәйә айрылаҹағыны биләрәк һәр һиссәнин элемент- 
ләри сайыны тэ’йин этмәк кими мәсәлә бөлмә әмәлинә аид бир 
мәсәләдир. Лакин бөлмә әмәлинә аид белә бир мәсәлә дә нэ- 
зәри ҹәлб этмишдир. 

Верилмиш чохлуғун элементләри сайыны вә онун айрыл- 
дығы бәрабәр һиссәләрдәки элементләрин сайыны биләрәк, һә- 
м 'н бәрабәр һиссәләрин элементлэри сайыны тэ’йин этмәк. Бөлмә 
әмәлинә аид бу ики мәсәләни изаһ эдәк. 


Тутаг ки, 12 шитили һәр ҹәрҝәдә бәрабәр мигдарда шитил 
олмагла үч ҹәрҝәдә санҹмаг лазымдыр. Әввәлләрдә бу кими 
мәсәләни белә һәлл эдирдиләр: 12 шитилдән һәр чэркэйэ бир 
шитил санҹырдылар. 12 шитил гуртардыгдан сонра һәр чэркэ- 
дәки шитили сайырдылар. 


Инди тутаг ки, 12 шитил вардыр. Бу шитилләри һәр ҹәр- 
кәдә дерд шитил олмагла нечә ҹәрҝәдә әкмәк олар? Бу мәсә- 
лэни исә белә һәлл эдирдилэр. 

Әввәлҹә 12 шитили дөрд-дөрд айырырдылар. Сонра һәр 
бириндә дерд шитил олан нечә һиссә алындығыны саяраг уч 
ҹәрҝә лазым олдуғуну мүэййэн эдирдилэр. 

Бу ики мэсэлэни вурма эмэлинин кемэйи илә бир мэсэлэ- 
йә кэтирмэк олар. Биринчи мэсэлэдэ 12 шитилин үч чәркәдә 
санчылмасы тәләб эдилирди. Һәр ҹәрҝәдә нечә шитил олачагы 
сорушулур вә һәр ҹәрҝәдә дөрд шитил олаҹағы тэйин ЭДИ- 
лирди. Демәли, 4.3— 192 олмалыдыр. Икивчи мәсәләдә исә һәр 
бириндә дөрд шитил олмагла 12 шитилин нечә чэркэйэ экилэ 
биләҹәйи сорушулур вә үч ҹәрҝә лазым олдуғу муэййэн эди- 
лирди. Демэли 4.3=12 олмалыдыр. 

Биринҹи мәсәләдә һасил (12) вә вуран (3) мэ’лум икән 
вурулан (4) тапылырды. Икинҹи мәсәләдә исә һасил (12) вэ 
вурулан (4) мә’лум икән вуран (3) тапылырды. Беләликлә, 


һәр ики мәсәләдә һасил вэ вуруглардан бири мэлум икән 
икинҹи вуруг ахтарылырды. 

Она көрә дэ юхарыдакы ики мәсәләни бир бөлмэ мэсэлэ- 
синэ кэтирэ билэрик: һасил вэ вуруглардан бири мэ’лум икән 
икинчи вуругу тапмалы. Мэ’лум бир эдэди дикэр мэ’лум бир 
әдәдә бөлмэк, элә үчүнчү бир эдэд тапмаг демәкдир ки, бу 
үчүнчү әдәди мэ’лум икинҹи әдәдә вурдугда мә’лум биринҹи әдәд 
алынсын. Бурада биринҹи мэ’лум әдәдә бөлүнэн, икинҹи мэ”- 
лум әдәдә бөлән; ахтарылан әдәдә исә гисмат дейилир. Гис- 
мәтин тапылмасы әмәлинә бөлмә әмәли дейилир. Бөлмә әмәли 
мки нөгтә илә ишарә эдилир вэ үмумиййэтлэ, белә язылыр: 


8: #Ө=гс. 
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Биринчи мэсэлэдэ бөлмэ белә язылмалыдыр: 
12 :3==4, 

Бөлмэ ишарәси (:) ХҮП әсрдә! мейдана чыхмыш вэ сон- 
ралар даимилэшмишдир. 

Белмэ эмэли вурма эмэлинин тэрсидир. Ики эдэди эввэлч» 
бир-биринэ вуруб, сонра онларын Василини вуруглардан бири- 
нэ белсэк, о бири вуруг алынар. 

Бурадан Көрүнүр ки, вурма әмәлиндә вуран вэ вурулан 
мэ лум олдуғу һалда һасил ахтарылыр. Бөлмә әмәлиндә исә 
һасил вә вуруглардан бири мә’лум икән обири вуруг тапылыр. 
Вурма әмәли дә бөлмә әмәлинин тәрсидир. Гисмәти бөләнә 
вурдугда бөлүнән алыныр. Она ҝөрә дә вурма вә бөлмә әмәл- 
ләри гаршылыглы тәрс әмәлләрдир. 

Бөлмә әмәлиндә вурмая аид олмаян бэ зи хүсусиййэтлэр вар- 
дыр: 

1) Һәр бир натурал әдәд 1-ә бөлүнүр, гисмәт исә бу әдә- 
дин өзүнә барабәр олур; а:1--а, чүнки а-1=а-дыр. 

2) натурал эдэдлэр сырасына сыфры да дахил этсәк, сыф- 
рын ихтияри натурал әдәдә бөлүндүйүнү һөкм эдэ билэрик: 

0:4=0, чүнки а-0--0, 

Лакин һеч бир натурал әдәд сыфра бөлүнмүр. 

Әҝәр а:0= олса иди, онда 0.6—а олмалы иди. Бу исә 
мүмкүн дейилдир, чүнки 0.6—0. 

8) (4--6) :с--а:с--б:с 

Бу хассэнин Доғрулуғуну исбат эдэк. Тутаг ки, 


(4-6) :2-- 
онда 
4--0---4 
олмалыдыр. Фэрз эдэк ки: 
25624; 8 :с=а,. 
Онда 
а==с. 8,. бБ--с ? а, 


олачагдыр. Бурадан 
4-|0--с4,--са --(4,-4,) 


с-4--4(4,--4,) 
4--4,-4,--а:0--8:с 


алынар, Демэли, 
вэ я 


олмалыдыр. Йэ’ни, 
(а--6) :с=а:с--Ь: с, 
Эләҹә дә, 
(а—6) :с =а:с—В:с 
олдуғуну йэгин эдэ биләрик. 
1 (:) ишарәси илк дәфә ХУП әсрдә инкилислэр тәрәфиндән ша» 
дилмишдио. Эһтимал ки, Лейбинс бу ишарәни ишләдәрҝән (1684) инкилис 
мэнбэлэрг идэн кетурмушдур. 
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9. Сай системлэри 


Әдәдләрин дүзкүн, биргиймәтли охунмасы вә язылмасы 
кими мәсәләләр дә гәдим мәсәләләрдән биридир. Әҝәр һәр 
бир әдәдә Халдейләрдә вә башга гәдим халгларда олдуғу 
кими айрыҹа ад верилсә вә язылса иди онлары ядда сахла- 
маг вә язмаг имкан хариҹиндә оларды. Һинд позисион! сис- 
теминин яранмасы әдәдләр һаггындакы фикир инкишафынын 
ән парлаг гәләбәләриндән биридир. Бу системдә әсас мәгсәд 
һәр бир натурал әдәди он рәгәм: 

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 васитәсилә ифадә этмәкдир. 

Ихтияри натурал әдәди язмаг вә охумаг үчүн истифадә 
эдилэн ад вә рәгәмләр күллүсүнэ немралама дейилир. 

Бәс он рәгәм васитәсилә ихгияри натурал әдәди язмаг 
неҹә мүмкүн олмушдур? 

Бир нечә шейи саймаг лазым ҝәлдикдә илк заманларда. 
онлары он-он топалара айырмышлар. Мүмкүндүр ки, һәрәсин- 
дә он шей олан бир нечә топадан сонра ердә бир онлуг 
әмәлә кэтирмэйэн бир нечә шей галсын. Әҝәр айрылан шей- 
ләр иҹәрисиндә дөрд дәнә онлуг топа вә әлавә уч шей вар- 
дырса, бу шейләрин үч ваһид вә дөрд онлугдан ибарәт олду- 
гуну Некм эдирдиләр. Әҝәр онлуг топаларынын сайы чох ол- 
муш олсайды, шейләри һәрәсиндә йүз дәнә олмагла топалара 
айырырдылар. Бу һалда бир топада йүздән аз шей галдыгда 
һәмин топаны һәр бириндә енидән он шей олмагла кичик 
топлара айырмаг лазым ҝәлирди. Бу исә олдуғу кими эввэл- 
дәки гайда илә эдиләрди. Ашкардыр ки, бу гайданы давам. 
этмәк олар. Мүасир дилдә һәмин просеси белә көстэрэ билә- 
рик. 
Тутаг ки, муэййэн чохлуғу юхарыдакы гайда илә айыр- 
дыгда а, тэклик, 2, онлуг, аз йүзлүк, а, минлик вэ и. а. 
вардыр. 

Онда һәмин чохлуғу М илә ишарә этсәк: 


М=а;, +а,:10+-аз 10д--а, ·10%-- . .. Ааа: 101—1 (4) 
аларыг, Бу эдэди белэ язмагы шэртлэшэк: 
А--ал ..... а, аз а» а}. (5) 


Мэсэлэн, сайыласы шейлэр дөрд онлугдан, үч тэкликдэн 
ибарәт олмуш олсайды онда 0,-4, а›=4 оларды вэ 
һәмин шейләрин сайыны 4, а, вэ я 43 кими язардыг. Бурада 
тәкликләрин сайына (08,) биринҹи мәртәбә ваһидләри, онлуғ- 
ларын сайына (а) икинҹи мәртәбә ваһидләри, йүзлүкләрин 
сайына (а.) үчүнчү мәртәбә ваһидләри вә и. а. дейилир. 

Ики ян-яна язылан рәгәмләрдән солдакы, сағдакындан он: 
дәфә бөйүк ваһидләри ифадә эдир. Беләликлә нәинки языл- 


1 Роѕіііо (позисио) латынҹа позиси, „мевге“ „ер“, вәзиййәт демәкдир. 
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мыш рәгәмин өзүнүн эйни заманда онун язылдыгы ун кы ш, ДЭ 
әһәмиййәти вардыр. Она көрә дә һәмин системә 2. сис- 
теми дейилир. Онлуг системиндә он әдәди ыы А 2. 
йәтә малик олуб, она системин „әсасы“ дейилир. Бу сай сис. 
теминин заһири садәлийинә бахмаяраг узун бир бк ИНКИ- 
тафын мәһсулудур. Онун яранмасы вэ инкишафында бир чох 
халглар биркэ сэ’й вэ ярадычылыгларыны әсирҝәмәмишләр, 


Тәбии олараг белә бир суал мейдана чыхыр, нә үчүн сад 
системиндә он әдәди әсас көтүрүлмүшдүр? 


Белә күман эдилир ки, сай просесиндә әл бармагларындан 
истифадә олундугундан ики элимиздэки он бармаг сай систе. 
минин әсасы дейә гәбул эдилмишдир. Лакин бир сыра халг- 
ларда беш-беш, ийирми-ийирми сай сөзләринә раст ҝәлмәк 
олар. Мәсәлән, франсызҹа 80, ,гиаёгг-15-4х 20 (дөрд 
ийнрми) демәкдир. Он ики он ики (Дужин). Алтмыш-алтмыш. 


Һәтта он бир-он бир (Ени Зеландия) сай системинә дә раст 
ҝәлмәк олур. 


Бу ҝөстәрир ки, мүхтәлиф халгларда сай системинин әса- 
сында ялныз 10 дейил, башга сайлар да кетурулмушдур. 


Игтисади мүнасибәтләрдә вә мүһарнбәләрдә, халглар бир- 
биринә әдәдләрин ишарә вә я дейилиш гайдасыны яймыш 
Вә неөтичэдэ даһа мунасиб сөзләр сечилмишдир. Бу фикри 
изаһ этмәк үчүн мүхтәлиф халгларда эйни сай адларынын 
олмасы бир халгдан диҝәр халга мүнасиб сай адынын кечмәси 
фикринә мисал ола биләр. Мәсәлән, два (русча), ду (фарсҹа) 
Поа (санскритҹә)!, био (юнанча), ио (латынҹа), #00 (инки- 
лисҹә) вә и. а. көстэрмэк Олар. Эләҹә дә онлуг сай системи 


длиләрә мә’лум иди. 
Авропая бу системи әрәбләр яймышлар (Эрамызын УШ әсриндә 
Испавияя Вүчум этдикдэ). Элэчэ дэ ҮШ әсрдә әрәб рэгэм- 


ләри Бағдада кечмишдир. О вахт әрәбләрин сай системи бүтүн 
Авропая яйылмыш олду. 


Сай системләрини 
чыхмаг чох да чэтин олмамыш 
лифлийи дейилдикдә һесаб 


онлуг сай системи адландырдыг. Эйни заманда юхарыда мүх- 


ринин әсасыны он дейил, башга 
лэчэйи гәнаәти дэ һасил эдилди. 
көтүрмэк олар, йә’ни мүәййән 


3 Санскрит дили гәдим вә орта әсрдә Һиндистанын әдәби дили олмушдур. 


26 


эшя чохлуғунун элементләрини саймаг үчүн бу чохлугдан 
шейләри ики-ики айырмаг олар. Бу һалда мүмкүндүр ки, ердә 
а һеч бир шей галмасын я да бир шей галсын. Сонра айыр- 
ДЫҒЫМЫЗ ИКИ-ИКИ шей топасыны, әкәр мүмкүндүрсә дөрд-дөрд, 
сэккиз-сэккиз, он алгы-он алты айыраг. Бурада тәклийи 1 илә, 
олмаян ваһидләрин ериндә 0 язмағы шәртләшәк. Беләликлә, 
икилик сай сисгеминдэ „ики“ әдәди сайын әсасы олдугундан 
икинчи мәртәбәнин бир ваһиди олаҹагдыр. Бу ваһид „10“ 
шэклиндэ язылаҹаг. Онда „үч“ әдәди икинҹи мәртәбәнин бир 
ваһидиндән (ики) вә садә тэкликдэн (1) ибарәт олдуғундан, 
11 кими язылачагдыр. „Дерд“ эдэди икинчи мәртәбәнин ики 
ваһидиндән ибарәт олдуғуна көрә үчүнчү мәртәбәнин ваһиди 
олур. Үчүнчү мәртәбәни 100 кими язмалыйыг. Сәккиз исэ 
дөрдүнчү мэртэбэнин бир ваһиди олдугу үчүн 1000 кими 
язмалыйыг. Бурадан көрүнүр ки, икилик сай системиндэ эдэди 
язмаг үчүн чох ер тэлэб олунур. Мәсәлән, 15 эдэдини икилик 
сай системиндэ язаг. 19-дэ дөрдүнчү мэртэбэнин бир ваһиди 
(сәккиз), үчүнчү мәртәбәнин бир ваһиди (дөрд), икинҹи мәр- 
тәбәнин бир ваһиди (ики) вэ нәһайәт бир тәклик вардыр. Она 
көрә „он беш“ әдәдини 1111 кими язмалыйыг. 

Экэр икилик сай системиндә язылмыш 10110 әдәдини оху- 
маг лазым ҝәләрсә демәлийик ки, бурада бешинҹи мәртәбәнин 
бир ваһиди, (йә’ни бир он алты) вардыр. Дөрдүнчү мәртәбәнин 
ваһиди йохдур, үчүнҹү мәртәбәнин бир ваһиди (йә’ни бир 
дөрд) вардыр, икинҹи мәртәбәнин бир ваһиди (йэ’ни бир ики) 
вардыр, тәклик исә йохдур. Демәли, бизим яздыгымыз ӘДӘДДӘ 
он алты, дөрд вә ики вардыр (16 -- 4-+ 2), икилик системиндә 
язлығымыз 10110 әдәди онлуг системиндә 22-дир. Дедикләри- 
мизи тамамласаг 15 вә 22 әдәдләрини (онлуг сай системиндә 
язылмышдыр) икилик системиндә белә язмалыйыг: 


15—1.98 4 1.28 41:21 = (11) 
оо — 1.24 0-92 + 1.22 -- 1.2-- 0 = 10110. 


Фикримизи умумилэшдирэк. Тутаг ки, верилмиш М эдэ- 
диндә, икилик системиндә п - 1-ҹи мәртәбәдә ап ваһид, її-чи 
мәртәбәдә а„-ү ваһид (я бирдир, я сыфыр) вә и. а. икинҹи мәртә- 
бәдә а, ваһиди (я бирдир, я сыфыр) вә нәһайәт Од ваһид 


вардыр (я бирдир, я сыфыр), : 
Экэр икилик сай системиндэ № "әдәдинин Пөкмэн /-чи мэр- 


тэбэси вардырса, онда аһ = 1 олмалыдыр. 
Беләликлә һәмин эдэди 


Х21:25:4-44-4 .д8-14-66.-Г04!22-1-0,-2-1 а. 
шәклиндә язмалыйыг. 
Мәишәтдә он-он саймагдан башга беш-беш саймаг да хейли 
яйылмышдыр. Мәсәлән, Чиндэ беш-беш саймаг гәбул олун- 

мушдур. Белә ки, бешлэр чут-чут груплашыр. 
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Инди әсасы беш олан позисион системдэн (бешлик сай 
системи) бәһс эдәк. 

Һәр бир әдәди бешлик сай системиндә язмаг үчүн беш 
рәгәм кнфайәтдир. Бу рәгәмләри 

|, 2, 3,4, 0 

нлэ ишарэ эдэк (онлуг системиндэ ишлэдилэн рэгэмлэрдэн 
айырд этмэк учун, бешлик системиндэ ишлэдилэн рэгэмлэрин 
алтындан хэтт чэкилмишдир). Беш эдэди (бир беш) икинчи 
мэртэбэнин бир ваһидидир; садә тэклийин ериндэ 0 язмагла, 


ону 1 0 илә ишарә этмэлийик (онлуг системиндэ икинчи мэр- 


тэбэнин бир ваһиди . 10 язылдыгы кими). Фикримизи изаһ 
этмәк үчүн 278 әдәдини (онлуг системдә язылмышдыр) беш- 
лик Сай системиндә язаг. Һәр шейдән әввәл бу сайы (мүәй- 
йән гәдәр шейләрин сайыны) беш-беш айырмалыйыг. 

Ола билсин ки, һәмин айрылышын сонунда сайы беш 
олмаяв вә бешдән аз олан шейләр галсын, вә я һеч бир шей 
галмасын. Буну мүәййән этмәк үчүн 278-и бешә бөлмәк 
кифайәтдир: 


__278:5 55 
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——— о 


_ 28 
95 


3 
Белэликлэ, 278-дэ 3 садэ тэклик, 99 икинҹи мәртәбә тәклийи 
вардыр. Лакин икинҹи мәртәбәнин беш ваһиди, үчүнҹү мәртә- 
бәнин бир ваһиди Олдуғундан (чүнки сай системинин әсасыны. 
беш гәбул ЭТМИШИК) икинҹи мәртәбәнин 55 ваһидиндә нечә. 


дэнэ үчүнчү мәртәбәнин ваһиди Олдуғуну тапмаг үчүн 95-и 
9-э бөлмэлийик: 


бэнин ваһидләрини тапмалыйыг. 
Она көрә дэ 11-и 5-5 бөлмәлийик: 
_11:5=—=2 
‚10 
| 1 
ЙЭ ни гисмәтдә 2, галыгда исә 1 алыныр. Демәли, дөрдүнҹү · 


Үчүнҹү мәртәбәдә исә бир ваһид ва дыр. 
елэликлэ, 278 эдэдиндэ дөрдүнчү мэртэбэнин ики Мид. 


ў 


үчүнчү мәртәбәнин 1 ваһиди, икинчи мәртәбәнин сыфыр ваһиди 
вә нәһайәт үч Садә тәклик вардыр. Беләликлә, 278 әдәдинин 
бешлик сай системиндә язылышы 2 1 0 3 олачагдыр. 


Инди исә бешлик сай системиндә язылмыш бир әдәди, 
онлуг системдә язмагы өйрәнәк. Тутаг ки, бешлик системиндэ 
язылмыш 4 8 2 1 әдәдини онлуг системиндә язмаг тәләб олу- 


нур. Бу язылышдан айдындыр ки, сагдан биринчи ердэ языл- 
мыш 1 әдәди садә бир (1) тэклийи, сағдан икинҹи ердә языл- 
мыш 2 әдәди ики 5-и, үчүнчү ердә язылан 9 әдәди үч, дәфә 
„беш —беши“ нәһайәт сол кәнардакы 4 әдәди исә 4-9" әдәдини 
көстәрир. Беләликлә, бешлик системиндә язылмыш 4320 


ЭДЭДИ: гд... 
4.5354-3-52--2-6--1--986 


4321= 586 


олар, демэли 


олачагдыр. 
Юхарыда гейд эдилэнлэри үмумилэшдирсэк, дейэ билэрик 


ки, эсасы беш олан сай системиндэ верилмиш һәр бир нату- 
рал № эдэди 
М — а, .5° даера Ер а, 9 + ад 

шэклиндэ көстэрэ биләрик. Белә ки, ал, йл-ї,"" *,01, до коэфи- 
сиентлэри 0, 1, 2, 3, 4 гиймэтлэрини ала билэр. 

Демәли биз һәмин Л әдәдини 

№ = ап: ап-1** -@1*@0 

шэклиндэ язмалыйыг. 

Верилмиш бир эдэди еддилик системиндэ язсаг 

—1 
Хадат “ӨЕГ --3334-Н4,4:7 - до 
аларыг. Демәли һәмин натурал № әдәдини еддилик системиндә 
М =а-ат-1-+-ау-ау шэклиндэ язмалыйыг. Гейд эдилэнлэрн 
тамам үмумилэшдирсэк дейә биләрик ки, р әсасына көрә 
язылмыш , 
йл"Ол-1"" ЖА 
әдәди 
Э8 | 
ап ер" —- ар ФР + д0 

әдәдиндән ибарәтдир. 

Бурада сай системини 
динә бәрабәр, бөйүк вә я кич 


ч әсасы көтүрүлэн р әдәди 10 эдэ- 
ик көтүрүлэ биләр. р < 10 оларса, 
верилмиш әдәди язмаг үчүн онлуг системиндә һәмин әдәдин 
язылышында тәләб олунан рәгәмләрдән чох, р> 10 олдугда 
исә аз рәгәм тәләб олунур. Бу, сай системинин һәм әлверишли, 
һәм дә әлверишли олмаян чәһәтини ортая чыхарыр. Сай 
системинин әсасыны лап кичик кетурдукдэ эйни бир әдәдин 
язылмасы үчүн чох ер лазым олур. Әсас бөйүк .олдугда үсэ 
чохлу рәгәм ядда сахламаг лазым ҝәлир. Мәсәлән, икилик 
системиндә 0, 1; бешлик системиндә 0, |, 9, 3, 4, еддилик 
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“ӨР 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6; онлуг системиндә исә 0, 1, 2, 
‚ 4, 5, 6, 7, 8, 9 кими он рәгәм гәбул эдилиб ишлэдилмэли- 
р еа” системиндә исә бу рәгәмләрдән башга он эдэ- 
‚ он бир әдәдини (8) ишарә эдән рәгәмләри ав: 
этмэлийик. дан хаахын 
21 оникилик сай системиндэ „он ики“ 10 кими, 
„ийирми ики“ 1 а (чүнки 22-дә бир дәнә он ики вэ он тэклик 
чн „Ийирми үч“ әдәди 1 В шэклиндэ язылмалыдыр. 
„Иүз гырх бир“ исә В 9 кими язылмалыдыр (чүнки „йүз гырх 
вн паа ра ики Он бир (В), 9 тәклик вардыр. 2 Ё әдәди 
сә „йүз отуз бир“-ин язылышыдыр (чүнки 2 = 10 хх 12 + 
+11 = 181). жи а 


4. Әсли әдәдләр 


Биз юхарыда натурал әдәдләр үзәриндә апарылан әс2с 
әмәлләрин хассәләрини кестэрдик. Лакин натурал әдәдләрин 
бир сыра дахили ганунларына тохунмадыг. Бунлардан натурал 
әдәдләрин бөлүнмэ габилиййәти, һәр бир натурал әдәдин әсли 
вуруглара айрылмасы, әсли әдәдләрин сайсыз чох олмасы кими 
ганунлары ҝөстәрмәк олар. 

Натурал әдәдләрин белә хассәлари әдәдләр нэзэриййгси 
адланан фэндэ өйрэнилир. 

Эдэдлэр нэзэриййэсиндэ эсли эдэдлэрин чох әһәмиййәти 
вардыр. Ваһиддән бөйүк олуб ялныз өзүнә вә ваһидә бөлү- 
нән, һәр бир натурал эдэдэ асли әдәд дейилир. Мәсәлән, 

2 3, 5, 7, 11, 13, 17 вә с. эдэдлэри эсли әдәдләрдир. 


, 


4, 6, 8, 9, 10, 12, 14 вә с. әдәдләр исә әсли эдэд дейил- 


9-99 


дир, чүнки бунларын ваһиддән вә өзүндән башга бөләнләри 
вардыр: 
14=7.2; 20 = 2.2.5 вә с. | 

Эсли олмаян (мүрэккэб) әдәдләрин элверишли чәһәтләрин- 
дән бири онларын әсли вуруглара ай ыла билмәсидир. Мүрәк- 
кәб әдәдин ардычыл сурәтдә бөләнләрини тапмагла ону әсли 
вуруглара айырмаг олар: 

36 = 18.2 =9.2.2=3.3.2.2 

Тарихән әв гәдим мәсәләләрдән бири мүхтәлиф әсли эдэд- 
ләрин сайынын сонлу #9 я сонсуз олмасы мәсәләсидир. Әсли 
әдәдләрин сонсуз сайда олмасы чох ГӘДИМ заманлардан мә лум- 
дур. Бунун Эвклиддән! габаг мәлум олдуғуна шубпэ ола 
сы, Искәндәриййә мәктәбинин мәш» 


иләрин верликләри мәлумата көрә 
бизим эрадан 


бытия 
1 Эвклид гэлим юнан, риязийятчы 

һур һәндәсә. алимидир. Бэзи тарихч | 

(онун һәят вә фәалиййәти һагда дүрүст мә'лумат йохдур) 9, 
л 1У—:11 эсрлэрдэ яшамышдыр. 

шик =з Гэндэсэсинин наилиййәтләрини толлаяраг 


Эвклид дөврүнә гәдәр юнан ! 
,Башлангычлар" адлы 13 китабдан ибарэт өлмәз бир әсәр язмышдыр. 2 
Бу әсәр 500 илдән артыг бир дөвр әрзиндә бүтүн сынаглардан чых 


раг гиймәтини азалтмамыш вә ГӘДИМ риязийятын мөһтәшәм бир абидәси 
олараг яшамыш вә яшамагдадыр. 
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билмэз. Эвклид өзүнүн эсэриндэ эс 
эдэдлэрин Сонсуз сайда олдугуну „долайы үсуллач (== 
фәрз эдәрәк зиддиййәтә кәлиб чыхмаг Үсулу илә) исбат эт н 
дир. Бу риязи тэклифин исбатыны к | хи 


өстәрәк. 1 
эдэдлэрин сайы чох бөйү рэк. тутаг ки, әсли 


К олса белэ енэ сонлуд 
п дәнә, олдугуву фәрз эдэк. Бу әсли әдәдләри ур. Онларын 


Р,, Р, Р...; Р 


илә ишарә эдәк. Һәмин әдәдләрин ичәрисивә бизим би 
4,9, 5, 7, 11, 18, 17... 


әсли әдәдләринин дә дахил олдугуна шүбнэ йохдур. Бу эдэд- 
лэри бир-биринэ вуруб узэринэ бир ваһид әлавә эдэрэк вэ 
алынан әдәди Р илә ишарә эдәк: 

Р=Р,.Р..Р,-..Р.- 1. 


Айдындыр ки, Р әдәди Р, Р,, Р,,...,Ра әдәдләринин һәр 
бириндән бөйүкдүр вә әсли әдәд дейилдир (чүнки әсли эдэд- 
ләрин һамысы Р.,,Р,,...,Р,-лэрин ичәрисиндәдир). 

Онда Р әсли эдэд олмадыгы үчүн әсли вуруглара айрыл- 
малыдыр, йә’ни, бир вә я бир нечә әсли әдәдә галыгсыз 
бөлүнмәлидир. Бу исә мүмкүн дейилдир, чүнки Р әдәди бун- 
ларын һәр биринә бөлүндүкдә 1 галыг галыр. Демәли, бизим 
садә әдәдләрин сонлу сайда олмасы һаггындакы фәрзиййәмиз 
зидд нәтиҹәйә кэтири5 чыхарыр. Она көрә әсли эдэдлэрин 
сайы сонлу дейил, сонсуздур. Алдығымыз бу вәтиҹә бир 


гәдәр „нәзәри“ олса да һәмин йол илә сонсуз сайда әсли 
әдәлләр тапмаг олар. 


„Башлангычлар“ адды 


п 


лдийимиз 


Тутаг ки, һансы йолла олурса-олсун Р,, Р,,...,Р. дэгэ 
әсли әдәд тапмышыг. Бэ’зи һалларда 
Ри+1 = Р,:Р,:::Рь + 1 (6) 


әсли әдәд олур. Бу гайда илә давам этсәк сонсуз сайда әсли 
әдәдләр әлдә этмиш оларыг!. Мәсәлән тутаг ки, Р, =2, Р, =3 
әсли әдәдләрини тапмышыг. 
Онда 
Р,--2-34-1--1, 
Р,--2-3-7--1--48, 
Р,--2-3-7-43- 1 = 1807, 


вә и. а. чохлуча әсли әдәд тапмаг олар. Биз әсли әдәдләрин 
алынмасы учун (6) формулундан ндө этдик. Лакин Вэмии 
формул васитәсилә истэдийимиз әдәди ала билмирик. 

әсәлән, индиҹә нәзәрдән кечирдийнмиз мисалда Р, = 2, Р,--3 
эдэдлэриндэн башлайыб галан әсли әдәдләри гурмаг истәдикдә 
бир нечә әсли әдәди гура билмәдик. 


1 (6) формулу бә’зән әсли олмаян әдәди дә ифадә эдир. Мәсәлән, Р, --3, 
Р; = 7 олдугда Р, = 2:7 -ү-1 = 22 олур. 
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Догрудан да 5, 11, 12,... әсли әдәдләрини бу гайда илә 
гурмаг олмур. Эсли эдэдлэри гурмаг үчүн башга формуллар 
да мөвчудлур. Лакин бу формуллар васитэсилэ дэ бүтүн эсли 


эдэллэри әлдә этмэк мүмкүн дейилдир. 
Ферма (1601—1665) белә бир фикир сөйләмишдир ки, куя 


Е (п) = 23%" 1 
шәклиндә олан бүтүн әдәдләр эслидир. Мәсәлән, п = 1, 2, 3, 4 
олдугда 
Е (1) = +1 = 5, 
Е (2) = 22°? 4- 1 17, 
Е (3) = 22° 4+ 1 = 98 + 1 — 257, 
Е (4) = 2 4-1 = 216 + 1 = 65537. 


Лакин 1732-ҹи илдә бөйүк рус вә алман алими Эйлер! 
кестэрди ки, 
2% 1 1 =641.6700417 


кими вуруглара айрылыр. Демәли, 
Е (5) = 22° 4 1 
әсли әдәд дейилдир. 

Сонра Ферма формулу васитәсилә даһа бир нечә мүрәккәб 
әдәд тапылмышдыр. Лакин индийә гәдәр Ферма формулу 
васитәсилә сонсуз сайда әсли әдәд әлдә эдилә биләҹәйи исбат 
эдилмэмиш галмышдыр. 

/ (п) = 1? — п + 41 формулу васитәсилә дә әсли әдәд әлдә 


этмәк олар. Мәсәлән, п = 1, 2,..., 40 ҝөтүрдүкдә әсли әдәд, 
п = 41 көтүрдүкдә исә мурэккэб әдәд әлдә эдилир: 
7 (41)= 412 


п? — 79 п 4- 1601 формулу васитәсилә дэ 1-дән 79-а кими әсли 
әдәдләр алына биләр. Артыг п=80 олдугда мүрэккэб әдәд 


1 Эйлер бөйүк риязийятчы, механик вә физикдир. 1707-ҹи илдә © 
Исвечрэлэ анадан олмушдур. Илк тәһсилини атасынын янында алмыш вэ 
кэвҹ яшларындан Бериуллинин рәһбәрлийи алтында риязийят өйрэнмэклэ 
мәшғул олмушдур. 1720-чи илдә Базел (Исвечрэдэ) Университетино дахил 
олмуш вэ Бериуллинин риязийята анд сөйләдийи мүһазирәләри динлэмиш- 
вир, Эйлер 1727-ҹи илдә Петербург Элмлэр Академиясына дэвэт ОЛҮНМУШЬ- 
лур. Бурада о, риязи ярадычылығы инкишаф этдирмәк үчүң яхшы 'шәрант 
тавмышлыр. 1741-ҹи илдә Берлинә кетми! вә Берлин академиясында өз 
ярадыҹылығыны давам этдирмишдир. 1766-чы илдә енидэн Петербурга 
гайытмышдыр, 

Эйлер эн мәһсулдар риязийятчы олмушдур. Онун 550-ә яхын китаб 


вә мәгаләләри вардыр. О, риязийят, механика, дәнизчидик, физика, эластик- 
лик нэзэриййэси кими мүхтәлиф лмләр саһәсиндә элми-тәдгигат ишләри 
апармышды 


Эйлер 1783-чү илдә Петербургда вэфат этмишдир. 
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алыныр. Әсли әдәдләр күлли мигдардадыр. Онларын сонсуз 
сайда олдуғу юхарыда кестэрилди. Риязийятда белә һал- 
ларда дейилир ки, әсли әдәдләрин сонсуз сайда олмасы исбат 
эдилмишдир. Һазырда 1-дэн 10000000-а гәдәр олан әдәдләр 
арасындакы бүтүн әсли әдәдләрин ҹәдвәли вардыр. 

Әсли әдәдләрин бир нечә өзүнә хас олан хассәләри вардыр: 

1) 2 мүстәсна олмагла бүтүн әсли әдәдләр тәк әдәдләр- 
дир. Һәр бир ҹүт әдәди 9.п шәклиндә кестэрэ биләрик. 

Онда айдындыр ки, бу эдэд 2-йә, лэ, 1-9, 2п-э белун- 
дүйүндэн Әсли эдэд дейилдир. 

9) Фэрглэри 1-э бәрабәр олан натурал эдэдлэрэ янашы 
натурал эдэдлэр дейилир, мэсэлэн, 2 вэ 3; 5 вә 6; 101 вэ 
102 вэ и. а. 

Чох тээччүблүдүр ки, бүтүн янашы натурал эдэдлэр ичэри- 
синдә ялныз 2 илә 8 эсли эдэдлэрдир. Доғрудан да 2-дэн 
башга һансы әсли әдәди котурсэк 0, тәк ӘДӘД, она янашы 
олан әдәд исә чүт әдәд олмалыдыр, чүт эдэд исә (2-дән 
башга) әсли әдәд дейилдир. 

3) Әсли әдәдләр иҹәрисиндә фәрги 2 оланлгр да вардыр. 
Мәсәлән, 3 вә 5, 9 вэ 7, 11 вэ 13 вә и. а. белә әсли әдәдләр 
чүтүнэ әкиз әдәдләр дейилир. 


5. Ән бөйүк ортаг бөлән вә ән кичик ортаг бөлүнән 


Тутаг ки, ики а вэ р натурал әдәдләри үчүнчү с натурал 
әдәдинә бөлүнүр. Һәмин с натурал әдәдинә а вә Ё натурал 
әдәдләринин ортаг бөләни дейилир. Ики вә даһа чох нату- 
рал әдәдләрин һеч олмазса, бир дәнә ортаг бөләни вардыр. 
Мәсәлән, 1 әдәди ики ВӘ даһа чох ихтияри натурал әдәдләрин 
ортаг бөләнидир. Ики вә икидән чох натурал әдәдләрин ортаг 
белэнлэри бир нечә дэнэ дэ ола биләр. Мәсәлән, 2, 3, 6 әдәд- 
ләри, 18 илә 94 әдәдләринин ортаг бөләнләридир. 

Ортаг бөләнләр бөлүнәнләрин һәр бириндән КИЧИК олдуғу 
үчүн верилмиш ики натурал әдәдин ортаг бөләнләри сонлу 
сайдадыр вә бу ортаг бөләнләрин ичәр"синдә бириси галан- 
ларындан бөйүкдүр. Бу ахырынҹы бөләнә ән бөйүк ортаг 
белән дейилир. Мәсәлән, 18 илә 24 әдәдинин ән бөйүк ортаг 
бөлэни 6-дыр'. 

Ән бөйүк ортаг бөләни ваһидә бәрабәр олан ики натурал 
әдәдә гаршылыглы әсли әдәдләр дейилир. 

Инди дә верилмиш ики @ ВӘ р натурал эдэдлэринэ бөлү- 
нэн эдэдлэри нэзэрдэн кечирэк. 

Верилмиш ики @ ВӘ р натурал эдэдлэринэ Сөлүнэн үчүнчү 
натурал эдэдэ бу икн натурал эдэдин ортаг бөлүнэни дейн- 
1 Ики вә я бир нечә натур 


үчүн Эвклид алгорифм индән ис 
ларына мүраҹиәт әдилә биләр). 


525--3 


ал әдәдин эн бөйүк ортаг бөләнини тапмаг 
тифадә этмәк олар (бу барәдә һесаб китаб- 
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лир. Мәсәлән, 9 нә 7 әдәдләринин бир чох ортаг бөлүнэнлэ- 
ини көстәрмәк олар. 35, 70, 105, 140 вә и. а. әдәдләри 5 вэ 
‚енй ортаг белунэ’лэридир. Бурадан көрүнүр ки, верилмиш 
ики натурал эдэдин ортаг бөлүнәнләринин сайы сонсуздур, 
Лакин бу ортаг бөлүнәнләрин ичәрисиндә бириси галанларынын 
һамысындан кичикдир. Буну силә ишарә эдәк. Бу ахырынчы 
бөлүнәнә, верилмиш а һә 6 әдәдләринин ан кичик ортаг бөлү- 
нәни дейилир вә белә ишарә эдилир: 


(а, 0) == с. 


Бизим мисалда с = 35-дир: (5, 7) = 35 олур. 

Эйнилә бир нечә натурал әдәдин ән кичик ортаг бөлүнә- 
нини дә тапа биләрик, Мәсәлән, а, 0, с,...,@ әдәдләринин эн 
кичик Ортаг белунэнини тапмаг үчүн әввәлҹә а вә 6 эдэллэ- 
рини кетуруб онларын ән кичик ортаг бөлүнәнини тапырыг, 
сонра бу әдәдләри силиб ерләриндә онларын ән кичик сртаг 
белунэнини язырыг. Алынан әдәдләри дә белә эдирик. Белә 
олдугда ахырда ики әдәд галаҹағы айдындыр. Бу ики әдәдив 
ән кичик ортаг бөлүнәни, верилән әдәдләрин һамысынын эн 
кичик ортаг бөлүнәни адланыр. Мәсәлән, 


(4, 5, 7, 18) = (20, 7, 18) = (140, 18) = 1260. 


Верилмиш әдәдләрин ән кичик ортаг бөлүнэнини тапмаг учун 
онлары әсли вуругларына айырмаг, сонра бу әдәдләрин һәр 
ортаг вуругларындан бирини ҝөтүрүб ортаг олмаян вуругларын 
һамысына вурмаг лазымдыр. 

(4,9) = 36, чүнки 4=2.2, 9 3.3. 


Бурада С = 2.2.3.3 = 26. 
Инди исә 36 илә 18-ин ән кичик ортаг бөлүнэнини таваг: 


(36,18) = 36 
чунки 36 =2.2.3.3, 
18 =2.3.3, 
бурада С = 2.3.3.2 = 36. 


5 2. КӘСРЛӘРИН МЭНШЭИ ВӘ ТЭШЭККҮЛҮ 


Биз индийә гәдәр сай прссесинин нэтичэсивгэ яранмыш 
вэ сонралар инкишаф өтмиш натурал эдэдлэр анлайьшындан 
бәһс этдик. Инсаглар өз әмәли вэ зеһни фэзлиййэтньд» шей- 
ләри тәһҹә саймагла кифайәзләнмәмһшләр. Онлар һәлә чох 
гәдим заманлардан, һәхтын күнү-күндэн артан тәләбләри гар- 


шысында узунлуг, чәки, һәҹм һими кэмиййэтлэрн! өдчмэк 


! К миййәтләр һаггында И һиссәнин $ 1-дә муфоссол мә'лумат верил- 
мишдир. 
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ишивэ ДӘ сэ’й этмишлэр. Бурада инсанларын эмэли фэалий- 
дэти ВЭ элеҹә дэ һәятдакы эһтияҹы дедикдә бир инсанын вә 
я бир нәслин әмәли фәалиййәти дейил, нәсилдән-нәслә мирсс 
галмыш, узун бир тарихи инкишаф йолу кечмиш инсан тәч- 
рүбәси ВЭ инсан эһтиячы баша дүшүлмәлидир. 

Эн дүзкүн вә һәяти тэчрүбэ, тарихин сәмәрәли сүзкәчлә- 
риндән кечмиш вә сонракы нәслә мирас галмышдыр. 

Нэр чүр сәмәрәсиз олан вэ һәяти олмаян тәчрүбә эләчә дә 
бу тә+рүбәйә әсасланан нәзәриййә кеч вә я тез белә бир сүз- 
кәчдән кечә билмәдийинлән сонракы нәслә мирас галмамыш- 
дыр. Эләчә дә әдәдләр һаггындакы анлайышлар тәмизләндикдән, 
сүзүлдүкдэн сонра нәсилдән-нәслә кечмишдир. 

Инсанлар дағ дөшлэриндэн, чай кәнарларындан дәниз 
дибиндән ахтардығы тәмиз, ҹилаланмыш, тәбии инҹиләр, 
кристаллар, мин гат сүхурлардан сүзүлмүш шәффаф сулар 
кими әдәдләри дә һәятын әсрарәнҝиз һадисәләри ичэри- 
синдән тапыб чыхардараг өз эһтияҹларына табе этмишләр. 

Кәмиййәтләрин өлчүлмәси тарихән инсан тәҹрүбәсиндә гат- 
гат вә кетдикҹә назикләшән сүзкэчлэрдэн кечмишдир. 

Әввәлләрдә өлчүләр „көзәяры“ апарылырды. Мәсәлән, узун- 
луғу өлчмэк үчүн әл, дирсәк, гулаҹ, аддым, ағаҹ кими 
өлчүләрдән истифадә эдилирди. Юхарыда Халдейләрин дирсәк 
узунлуғу (525 ми => 0,5 м) узунлуг ваһиди гәбул эгдикләрини 
көрдүк. Гәдим өлчү ваһидләриндән чэрэк, гулаҹ, ағаҹ инди 
дә чох ердә ишләдилир. Сонралар, инсан ә'залары олан эл, 
дирсәк, гол, аддым тәгрибән бу узунлугда кетурулэн чубуг 
вә и. а. кими өлчү ваһидләрилә әвәз эдилди. Бир ҹисмин узун- 
луғуну өлчмәк үчүн инсанлар һәмин чубуғу өлчүлэчэк чис- 
мин боюна тутуб онла нечә дәфә ерләшдийини йохлайырды- 
лар. Бэ’зэн өлчү ваһиди, ҹисмин узунлуғунда там дәфә ерләш- 
мәдикдә өлчү ваһидини гырыб ярыя, үч ерә, дөрд вә и. а. 
һиссәйә бөлүб һәмин ҹисми кичик Өлчү ваһидләрилә өлчүр- 
дүләр. 

Ағырлығы тэ’йин этдикдә ИСӘ ваһид гәбул эдилән бир 
дашы ерэ чырпараг Онун парчаларыны ваһид гәбул эдирди- 
ләр. Беләликлә даһа кичик ваһидләр сечилмәйә башлады. 

Натурал әдәд анлайышынын тәшәккүлүндән һәлә чох сонра 
ваһидин белунмэз олдугу фикри һөкм сурмэкдэ иди. Даһа 
кичик, дәгиг өлчү ваһидләринин яранмасы, әввәлки өлчү 
ваһидләринин ики, үч, дөрд вә и. а: бәрабәр һиссәйә бөлүн- 
мәси ваһидин белунмэз олмасы фикринә сон гойду. Ваһидин 
ики, үч, дөрд бәрабәр Һиссәйә белунэрэк бир һиссәнин ени 
вайид гэбул эдилмэси садэ кэср ваһидләрини яратды. Белэ- 


ликлэ >. 5 Ёо вэ и. а. садә кэсрлэри мейдана чыхды. 
Гейд этмәк лазымдыр ки, бу кәсрләр мүчәррәд кәср кими 
дейил, айры-айры кәмиййәтләрин өлчү ваһиди кими ишлэди- 
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лирди. Риязи фикир инкишафынын Пэмин дөврүндэ али гд 
ики натурал әдәдин гисмәти кими мэ’лум дейилли, Мухтали 
халглар мүхтәлиф каср ваһиди ишлэдирдилэр, 


Халдейларин, өлчү вә чәки ваһидләр системи ХУШ эсрии 
ахырларында яранмыш, метрик өлчү вә ҹәки системлэәрии9 
гәдәр элми әсасы олан еҝанә систем олмушдур. 2 3 


Бабилилэрин риязи әсәрләриндә мэхрачи б олан 666 
) 9 


5 кәсрләринә раст кэлирик, (Бурада ваһидин иечэ бәрабәр 


66 

һиссәйә бөлүндүйүнү көстәрән эдэдэ мәхрәҹ, бу бәрабәр һис 
сэлэрдэн нечэсинин кетурулдуйуну көстэрэн әдәдә исә сурэт 
дейилир.) Икинчи синиф кэсрлэр исә мэхрэчи 60, сурэти 
1-дэн 59-а кими натурал әдәдләрдән ибарәт олан кэсрлэрдир. 
Бабилиләрин, мәхрәҹи 60 олан кэсрлэр кетурлуклэринии сэбэ- 
бини 60 эдэдинин чохлу бөлэнлэринин олмасы вэ илин тэг- 
вим күнлэринэ бөлүнмэси илэ изай эдилир, Бир чох риязийят 
тарихчилэри 60-лыг системинин, онлуг вә алтылыг системлэ- 
ринин синтезиндэн ирэли кэлдийини дэ сейлэйирлэр. Алтмыш: 
лыг сай системи Халдейләрин өлчү вэ чэки системинин әсасы 
гэбул эдилмишдир. Онлар өлчү системинин әсасы олараг 60 
хәттә бөлүнән дирсәк ишләдирдиләр. 


Эрамыздан 2—3 йүз ил әввәл гәдим Мисир әразисиндән 
тапылан папируслардан, эһрамлар вә сүтунлардакы язылардан, 
нәгшләрлә мисирлиләрин йүксәк һесаблама техникасына саһиб 
олдуглары, садә кәсрләр васитәсилә һесабламалар апарлыг- 
лары ашкар олмушдур. 

Мисир һесаблайыҹылары! һәр бир кәсри „әсас“ кәсрләрин 
ҹәми кими ҝөстәрә билирдиләр. Әсас кэср дедикдә бир нечә 

5 2 8 
кэср Н 3” 2 вэ и. .) мүстәсна эдиләрсә, 1 (к —нату рал 
к 


эдэлдир) шэклиндэки „ваһид“ кәсрләр баша дүшүлүрлдү, 


Мисирлиләр белә „ваһид^ кэсрлэри язмаг үчүн бизим 
һазырда мәхрәҹдә яздығымыз әдәд еринә ваһидин һиссәләринин 


сайыны, онун Үстүндә исә Сә) ишарәсини язырдылар 


(бу ишарә әввәлләрдә Нэчм ваһиди ериндэ ишлэдилирди, 


тәхминән 0,17 литрә бәрабәр тутулурлу). Мәсәлән си 


—_——-— -—-—-—-—-—-—- —  — 


! Һесаблама ишләри гәдим Шәрг аләминдә мирзэлэр тэ » 

рэфиндэн апары 

илм, Гәдимдә мирзәлик йүксәк пешә сайыл ярды. Мирзәләр савадлы, 
Үк ћесаблама истедадына вэ яддаша саһиб олмалы иди, 


%6 


и , 2 - И С 2и шәклиндә ишарә 
18710 ов ПП! 
э‹ирдилэр. 


Сонралар бу һероглиф! ишарәләр дэйишдирилэрэк башга 


тәклә дүшдү. Мәсәлән, С 2 ишарәси негтэ илә әвәз 


эдилди. Нүмунә үчүн ринд папирусларындамы бир нечә иша- 
рәни көстэрэк: 


пым Ал А — 
1 йл 
8 


|» хз 
Ф| Ж 
„| М 


1: 
+11 1. 
56 7 


- 5 кэсрлэри дэ юхарыда гейд этдийимиз кими әсас кэср- 


э 


лэрдэн сайылырды, йэ’ни бу кэсрлэр садә адландырдығымыз 
кэсрлэрин ҹәми васитәсилә дейил, муслэгил кәср кими ишлэ- 
нирди. Гейд этдийимиз кими, о заман кәсрләр һаггында үмуми 
мулавизэлэр йүрүдүлмүрдү. Кәсрләр Фәрди хүсусиййәтләринә 
көрә танынырды. Сонралар садә кәср сайылан бә’зи белә кәср- 


ләр, = (буну Ё илә ишарә эдэк) шәклиндә олан „ваһид“ кэср- 

ләрин ҹәми кими кестэрилди. Мәсәлән, мүасир ишарэлэрлэ 

язсаг 524 шэклиндэ ишлэнирди?. Элэчэ дэ == кими 
+ 


2 
язылдығы һалда Е кэсри садә һесаб эдилирди. Чох мараглы- 


дыр ки, 2 кэсри 55 шэклиндэ дейил, 315 шэклиндэ ифадэ 


эдилирди. 
Элэчэ дэ 228 кими язылырды. Ринд папирусунун 


эввэллэриндэ 2 эдэдинин 8 илэ 99 арасында олан тәк эдэд- 


1 Һероглиф чох айдын рәсм эдилмиш Мисир язы тарихиндә гәдим иша- 
рәләрдир. Бу б Мисир әразисиндә Олан гәдим абидәләр үзэриндэ 
шэгш эдилмишдир, 


” 1 


ишарәси дүшүнүлмэлидир, 
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ләрә бөлүнмэсинэ хүсуси диггәт верилмишлир. Мәсәлән, һәми 
папирусларда ,2-нн 3-э, бэ 17-йә вә и. а. бөл“ Сөзләринә 


раст ҝәлирик. Мүасир дилдә десәк папирусда РЕ кәсри. 
п - 

ын (Л әдәди 1-дән 49-а кими натурал гиймәтләр алыр), онда 

мәхрәч 4-дэн 99-а кими натурал гиймэтлэр ал р), сурэти ва- 

Вид олан кәсрләрлә нфадэ этмэк мэсэлэси нәзәрдән кечири. 


лир. Һәтта бир кэсрин бир нечэ ифадэсинэ дэ раст ҝәлмәк 
олур. Мәсәлән, 


Э 


2 24 258 1032; 30 86 645; 36 86 645 172 771; 40860 
1720; 42 86 129 301 вэ и.а. кими мүхтэлиф шэкилдэ язырлар. 
Бабилилэрэ кэлдикдэ гейд ЭТМЭК лазымдыр ки, онтлар 60 

эсасына көрә тэкчэ натурал эдэдлэри дейил, кәсрләри дэ 

ифадэ этмәк мәсәләси илә мәшғул олмушлар (биз кәсрләри 
онлуг кәсрләрлә көстәрдийимиз кими). Мәсәлән, һазырда 

2 2—96 96 

2 ыа »9 ШЭКЛИНДЭ ЯЗДЫРЫМЫЗ кими бабилилэрдэ 5. шэклин- 


дэ язырдылар вэ Ї<<< ў у у кими ишарэ эдирдилар. 


Юхарыда яздыгымыздан айдындыр ки, бу ишарэ эйни заманда 
156 — 2. 36-ны ифадә эдир. Башга сөзлә бабил язылары, 
эдэдлэри биргиймәтли сурәтдә тэ’йин этмир. Кэсрлэрин 
60-лыг системиндә ҝөстәрилмәси бабилиләрин ишләтдийи үмуми 


үсул или. Садә кәсрләр о? > 6. үчүн онлар вә Бабилистанда 
яшаян халглар (сумерилээ вэ аккадлар) хүсуси ишарэлэр 
ишлэдирдилэр. 

Сумерилэр 

1 


1 
ту Кэсрини ВЕ ‚ = Кэсринн ‹( О \ 
— кэсрини 10 6) ШӘКЛИНДӘ ишарә эдирдиләр. Сон- 


3 
ралар аккадлар һәмин кэсрлэри уйгун олараг == 
ЛА "ТЭ шэклиндэ ишарә эдирдилэр, 


Кэсрлэр башга ар тәрәфиндән дә өлчү вә чэки ишлә- 
риндә ишләдилмишдир. алгларын биркәсә'й вә тәшәббүсү 
нәтиҹәсиндә адлы кэсрлэр сай просесиндә Олдуғу кими кет- 
кедэ өз адларындан, өлчү просесинин нәтиҹәси олмасындан 
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узаглашыб үмуми, мүчэррэд бир мэ’на кәсб этмишдир. Һесаб 
фэнни эдэдлэр һаггында бир элм олараг инкишаф этмэйэ баш- 
ладыгы замандан кәсрин мүчэррэд маһиййәти мейдана чыхды, 
кәсрә ики натурал эдэдин нисбэти кими бахылмага башланды 
вэ кэсрлэр натурал эдэдлэрэ гошулду. Бу исэ натурал ЭДЭД- 
ләрин биринҹи кенишлэнмоси олду. Кэср хәттинә ХП әсрдә 
Әл-Һассаринин әсәриндә раст ҝәлирик, 

Онлуг кәсрә! (йэ’ни мәхрәҹи он вә онун гүввәти олан 
кәс ›ләрә) илк дэфэ һиндлиләрдә раст кэлирик, Онлар онлуг 
кэсои, кәср хэтги илә язырдылар. 

ХУ эсрдэн башлаяраг онлуг кэсрлэр элмдэ ишләдилирди. 
ХУШ әсрдә исә онлуг өлчү вэ чәки системи гәбул эдилмәсиндән 
сонра онлуг кәсрлэр һесаб элминдэ сабит бир мөвге тутду. 

Кәсри ики натурал әдәдин нисбәти кими кетурмэк, натурал 
әдәдләрә мәхрәҹи ваһид олан кәср кими вэ я бири диҝәринә 
там дәфә бөлүнән ики натурал әдәдин нисбәти кими бахмаға 
имкан верир. Тутаг ки, р вә ф ики натурал әдәддир. Бир 
өлчү просесиндә өлчүлән кәмиййәтин вәя бир чохлуғу 4 бэра- 
бэр һиссәйә бэлэрэк алынан һиссәләрдән р дэнэ көтүрдүйүнү 


5 кэср илә кестэрэчэйик. Буну дәриндән тәһлил этдикдэ 


я 


этчэ сай просесинэ бэнзэдийини 
дэ инсанда илк дэфэ Вэмин 
тэбиэтли бир эдэдлэ ифадэ 
ләр синфинә аид эди- 


9 
һәмин өлчү просесинин маһийй 
дуймаг чэгин дейилдир. Она ҝөрә 
просесин нәтиҹәсини натурал эдэд 


> 


элэ билмэк фикри ояныр вэ кэсрлэр эдэд 


лир. 9 =1 олдугда = олур. р ихтияри натурал әдәд 


олдуғундан натурал әдәдләр бүтүн мүмкүн олан -Р шәклин- 


дәки әдәдләр ичәрисинә дахил эдилир. 

ХҰШ әсрдә белә кәсрләрин өйрэнилмэси чэтин һесаб эди- 
ирди вэ һәтта һәмин әсрдә кәсрә ,сыныг әдәд“ дә дейилирди. Эй- 
ни заманда кәсрә там әдәдлә ифадә эдилә билмәйән ики там әдә- 
дин нисбәти кими дә бахырдылар. Эйлер язырды: „Әҝәр бөл- 
мәдә бөлүнәни там дәфә бөлмәк мүмкүн дейилдирсә, Онда 
белэнин бөлүнәндә нечә дәфә ерлэшдийини кестэрэн нисбэтэ 
сыныг әдәд вэ я кәср дейилир. Гейд этмэк лазымдыр ки, һәлә 
ХУП әсрдә кәсрә бейук риязийятчылар белэ эдэд демирдилэр. 
Мэсэлэн, Валлис? белэ песаб эдирди ки, кэср эдэд дейилдир. 


1 Онлуг кэср їаггынла І һиссә $ 9 
9 Жон Валлис (1616—1703) ичкилис р 
, Онун „Сонсузлуг һесабы* китабы 


©, лаирэнин квадратурасы мәсәләси илә әлагәдар олараг т әдәдинин ифздэ- 
жини тапмышдыр. Элэчэ дә (оо) ишаэәсини дахил этмиш вә паралелләр 
иззэриййэси илә дә мәшғул олмушдур. 
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ХУ әсрин икинҹи ярысындан э тибарэн кэсрлэр натурал 9Дэд- 
ләр кими, әдәд дейә кениш мигясла ишлэдилмэйэ башланды 

Риязийят аләминдә истәр гәдим заманларда истәрсә дә сон. 
ралар ени әдәдләр кэшф эдилэн кими бу әдәдләр Үзәриндә 
әсас рнязм әмәлләрин (топлама, чыхма, вурма, бөлмә) гайда. 
лары һазырланмалы олмушдур. 

ХУШ әсрин риязийятчылары мәхрәҹи мүхтәлиф олан кәср. 
ләрә бирҹинсли кэср кими бахмырлылар. Она көрә дэ онлар 
белә кәсрләри үмуми мәхрәчә кәтирмәйә, йә'ни бирчинсли 
этмэйэ чалышырдылар вэ бу гайда илә кэсрлэри Мүгайгса 
этмэк истәйирдиләр. 

ХУШ әсрин тәдрис китабларында 

а а:п а:т 


р б.п ё:т 
формулларыны айдын һесаб эдиб, онларын әсасландырылиа- 
сына лузум көрүлмүрдү. Эйлер кәсри ики натурал әдәдин нис. 


а ап 
бәти һесаб этдийиндән дейирди хи, ТУГ олмасы нисбәтин 
Л, 


дэйншмэмэсн илә изаһ олунур. Һәмин бәрабәрлийи һәндәси 
үсулла да изаһ эдирдиләр. Тутаг ки, ММ парчасы (бу парча 
ваһид һесаб эдилир) ё бәрабәр һиссәйә (шэкилдэ 3 бәрабәр 
һиссәйә) белунмушдур (3-чү шәкил). 


м | м 
т, т, 
4-чү шәкил 
Сонра бу һиссәләрин һәр биринин даһа л бәрабәр һиссәйә 
бөлүндүйүнү фэрз эдэк (шэкилдэ її--2-дир). | 


Онда МА парчасы Ё.м бәрабәр һиссәйә белунэр. Әҝәр 
әввәлки бөлкүлэрдэн а белку айырсаг (а=2 олсун), Мт, 


парчасыны әлдә эдирик, йә'ни р ДӘН а дәфә кетурмэклэ Мт, 
парчасы әлдә эдилир. 
а 


— = --г а. 


8 р 


Диҝәр тәрәфдән /Мт, парчасынын ени кичик ваһид парча- 
лардан нечәсинә бәрабәр олдуғуну һесабласаг, єни ваһид пар" 


чанын һәр бири ТТ олдуғуну вә Мт,-дэ белә парҹалардаҝ 
ап дәфә ерләшдийини керэрик, йә'нн 
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олмалыдыр. Эйни гайда илэ 


олдугуну изаһ этмәк олар. 

Белә мүлаһизәләр кәсрләрин ашағылакы хассәләрә малик 
олдуғуну көстәрир: 

1) мәхрәҹләри эйни олан кэсрлэрдэн сурәти бөйүк олан кэср 
о бириндән бөйүкдүр. 


Тутаг ки, ла ВӘ = асрору верилмиш вә бурада а,>а»- 


дир. Һәр һансы бир чохлуғу 0 бәрабәр һиссәйә бөлүб, бу 
һиссәләрдән әввәлҹә а, сайда, сонра а,сайда элемент көтүрсэк, 


а; а» 
чохлуғун =. һиссәсинин ЖТ һиссәсиндән бейук олдугуну 


билаваситэ йәгин этмэк олар. 3-чү шәкилдән = > олдуғу 


айдын көрүнүр, чүнки Му, > М. 
2) сурәтләри эйни олан ики кэсрдэн мәхрәҹи кичик олан 
кәср бөйүкдүр. 


а а 
туш жире — ‘55 —_- Косриери верилмиш вә бурада 6,< 6>- 
1 2 


а а | 

дир. Онда һәмин чохлугун ЕЗИ һиссәси —— һиссәсиндән бейук 
1 2 

олар, чүнки әввәлчә чохлуг кичик һиссәләр, сонра бөйүк һис- 

сәләрә бөлүнәрәк һәр ики һалда һиссәләрдән эйни мигдарда 


2 
кетүрүлмүшдүр. Мәсәлән, 4-чү шәкилдә 3 2 Аир, чүнки, 


Мт, > Мт. 
3) верилмиш ики вә я бир нечә кәсри ортаг мәхрәҹә кэтнр- 
мәк олар. 
Бунун үчүн һәмин кэсрлэрин мэхрэчлэринин ән кичик ортаг 
бөлүнәнини тапмаг лазымдыр. 
Тутаг ки, 
а а, ал 
р, , ! Би 
кэсрлэри верилмишдир. Бурада 41, 0,» да ВЭ б, 65, гэ. ды 
ихтияри натурал эдэдлэрдир. Тутаг ки, натурал р әдәди дү, 
» “55, Ва әдәдләринин эн кичик ортаг белунэнидир. Бу һалда 
т, 0, = 0, т, 0, = Б, .... Тп п = р-дир. 
Белә олдугда 
аат а, _ аут, ., да. да т 
р, р 


м зас 2 Е: Ээ ЭЭ 
эйни мэхрэчли кэсрлэр элдэ этмиш олардыг. 


р, б 5, р 
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Инди исә кэсрлэр үзәриндә һесаб әмәлләрини өйрәнәк. 

Юхарыда кәсрә дә „әдәд“ ады вердик. Кәсрләр үзәриндә 
эдиләҹәк әмәлләрин хассәләрилә, натурал әдәдләр. үзәриндә 
эдилән әмәлләрин хассәләри бир-биринә охшадыгы үчүн кэср- 
ләрин әдәд олмасы нәтиҹәсини бир даһа тәсдиг әдир. 


1. Кәсрләрин топланмасы 


Һәятда һәр аддымда элементләрин (тамын) вә элементин 
һиссәләринин (замын һиссәләринин) топланмасы, сайылмасы 
һадисәсинә раст ҝәлирик. 

Тутаг ки, стол үзәриндә бир нечә бүтөв вә бир нечә доғ- 
ранмыш алма вардыр. Тутаг ки, бир нечә алма дилими дә 
ейилмишдир. Алма дилимләриндән һәр биринин бир алманын 
К бәрабәр һиссәйә бөлүнмэсиндэн алындығыны билэрэк (мум- 
күндүр ки, алмалар бәрабәр олмаян һиссәләрә дә бөлүнсүн) 
ейилмәмиш нечә алма галдығыны тэ’йин этмэк учун стол үзә- 
риндәки алма дилимләрини бүтөв алмаларла бирликдә саймаг 
лазымдыр. Сайыны тэ’йин этмэк истэдийимиз чохлуғун һәр 
бир элементи (ваһиди) бүтөв бир алма, элементин һиссәләри 
исә алма дилимләриндән ибарәтдир. 

Бүтөв алмалары сайыб, сонра бир-биринә бәрабәр олан 
алма дилимләрини бирләшдирәрәк даһа нечә бүтөв алма ола- 
чагыны тэ’йин этдикдән сонра ердә бир алмая тамамланмаян 
нечә алма дилиминин олдуғуну саймаг лазымдыр. 

Тутаг ки, дилимләри бирләшдирдикдән сонра стол үзәриндә 
т бүтөв алма, бир дәнә ярым алма, и дәнә исә алма дилими 
галмышдыр (Л < А олачагы айдындыр). Стол үзәриндә нә гәдәр 


; п 
алма олдуғуну тә йин этмәк үчүн 77-Г р топламаг 


лазымдыр. 
Онда белә аларыг: 
1 и 206 Ё 2п 
т = ЬЕ — = 
Ы 2 Н Ё 28 т, 2Е ы 2Ё 
ЖИ. ИЕ. шан 
(383555 Б Н+ ЗЕР 
2тЕ дәфә К дәфә 
ЗЕ үн ! 
ШУЫТ эр} 
2п дәфә 


Гейд этмәк лазымдыр ки, биз стол үзәриндәки алмаларын 
мигдарыны тапмаг үчүн сон язылышда мәсәләни зеһнән һәр 
бирн 25-я бәрабәр һиссәйә доғраван алма дилимлэринин сайыл- 
масына ҝәтириб чыхармыш олуруг. 
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Ашкардыр ки, белэ дилимлэрдэн 
отр --8--2п 

гэдэр олачагдыр. 

Демэли, стол үзэриндэ 

(98 4-8 3 98)-1 БВЛТ. 
28 25 

мигдарда алма вардыр. Нечә бүтөв алма олдуғуну тапмаг 
үчүн, мәхрәҹин сурәтдә нечә там дәфә ерләшдийини тапмаг 
лазымдыр. 

Садәҹә бу мәсәләнин һәлли костэрир к", верилмиш бир 
риязи мәсәләни һәлл этмәх үчүн чох вахт мәсәләнин өз ваһид- 
ләриндән, билаваситә онун физики шәраитиндән узаглашыб 
мәсәләни ени ваһидләрдә, башга бир шәраитдә һәлл этмәли 
олуруг. Белә бир үсул риязийятын кениш имканлара малик 
олдуғуну, риязи фикрин сәрбәстлийини ВӘ кэмиййэтлэрин 
мүчэррэд маһиййәтини сүбут эдир. Бу садә мисал үзәриндә 
эйни заманда тамын һиссәләринин (кэсрлэрин) неҹә топланма- 
сыны да гисмэн көстэрдик. Һәмин гайданы умумилэшдириб 
эйни мэхрэчли кэсрлэрин топланмасына белэ тэ’риф верэ 
билэрик. 

Бэрабэр мэхрэчли кэсрлэрин чэми, сурэти һәмин кэсрлэ- 
рин сурәтләри ҹәминә, мэхрэчи исә һәмин кэсрлэрин мэхрэчинэ 
бәрабәр олан бир кэсрдир, йэни 

а б а--0 


-——. — = 


п п п 
олар. Башга сөзлә л бәрабәр ерә бөлүнән бир чохлуғун а гэ- 
1 | 
дәр — һиссәсилә, 6 гәдәр — һиссәсинин бирлэшмэси о чохлу- 
п п 


ғун а -- Б гәдәр 5 һиссәсинә бәрабәр олур. Мэхрэчлэри мүх- 


тэлиф олан кэсрлэри топламаг үчүн исэ эввэлчэ бу кэсрлэри, 
мэхрэчлэри һәмин кэсрлэрин мэхрэчлэринин эн кичик оргаг 
бөлүнэнинэ бэрабэр олан кэсрлэрэ чевирмэк, сонра онлары 
бэрабэр мэхрэчли кэсрлэр кими топламаг лазымдыр. Мәсәлән: 


=: р т -и топламаг учун 7 илэ 8-үн эн кичик ортаг бөлүнэ- 


нини тапырыг. Айдындыр ки, (7, 3) =21. Сонра һәмин? кәср- 
дәри ортаг мәхрәҹә ҝәтиририк: 


еј “|е 


Она керэ 1 2 
2 0 б 2.4. 9-1. 13 


7 3 21 921 2| 21 
А 1 С 
олур. Үмумийвәтлә -—- илә 4 кэсрлэрини топламаг үчүм әв- 
( 


вәлчә 9 илә 4 натурал әдәдләринин эн кичик ортаг бөлүнэ- 
нини тапырыг. 


т т 
Тутаг ки, (0 4) = т, ----р,---0, 
у » (0, 2 р 4 9 


Онда 
л. ж 
р т а т 
олар. Бурадан 
а с а с ар--с | 
5 а т т т 


адыныр. 
(1) формулу кэсрлэри топламаг үчүн олан эсас формулдур. 
1. Кэсрлэри топлама әмәли дә ердәйишмә ганунуна табе- 
дир. (1) формулуна әсасланараг кәсрләри топлама әмәлинин 
ердәйишмә ганунуна табе олдугуну көстәрмәк олар. Онун 
үчүн әввәлҹә натурал әдәдләри топлама әмәлинин ердэйншмэ 
(коммутативлик) ганунуна табе олдуғуну нәзәрә алмалыйыг. 
Айдындыр ки, 
ар т с4 = сд + ар. 


Буну нәзәрә алсаг (1) формулуна әсасән ашағыдакылары 
яза биләрик: 


реге е а.с а 
» 4 т т т 4 5» 
алынар. 
Демәли, кэсрлэри топлама әмәли дэ ердәйишмә ганувуна 
табелир: 
а с с а 
— — = — — $ 2 
57 > ЖЫ (2) 


Беләликлә, топланан кэсрлэрин ери дәйишдикдә онларын 
Ҹәми дэйишмэз. 

2, Карри топлама эмэли ассосиативлик ганунуна да 
табедир. Доррудан да натурал эдэдлэри топлама эмэли бу 
гануна табе олдуғундан 

а (= 5.) 

рь Хс 4 
ифадэсиндэ һәмин гануну нэзэрэ алмагла кэсрлэрин топданма- 
сында да ассосиативлик гамунунун доғру олдугуну дей» билэ- 
рик. 
4 


Би бй 


Тутаг кн, 


(0, С, 4) = т, 
2 ей аа: = 
р р, : 9, 1 , 
Онда 
3412 Н а) 22 (= Ж =. 
5 с а т т т 
28: | (8:4-6:) ар (а9 + азі) _ 
т т т, 
ӨН... дан Ра ДЕН р 4 5 р.а. 
т р а 


Беләликлә кәсрләрин топланмасында ассосиативлик гануну- 
нун доғрулуғу исбат эдилмиш олур: 


жу ү.1 6. , 88: Г ‚бру 8» 3 
0 р (9) 


2. Кәсрләрин чыхылмасы 


Биз кәсрләрин чыхылмасында да чохлуғун элементләринин 
вә элементләрин һиссәләринин һәмин чохлугдан кәнар эдил- 
мэси нөгтейи-нэзэриндэ дураҹағыг. Тутаг ки, мүэййэн элемент- 
ләрдән вэ бу элементлэрин һиссәләриндән ибарәт олан А чох- 
луғу верилмиш вэ бу чохлуғун мүэййэн элементлэриндэн вэ 
элементлэринин һиссәләриндән ибарәт олан В һиссәсини кәнар 
этмишик. Бу һалда А-нын галан һиссәси нә гәдәр олур? Бу 
һиссәни С илә көстәрәк. Айдындыр ки, 

А = С -- В 


олар. А чохлуғундан онун В һиссәсинин кәнар эдилдийини вә 
С һиссәсинин галдығыны көстәрмәк үчүн ону А — В=С шэк- 
линдә язырлар. Буну В чохлуғу кәнар эдилмиш А чохлуғуну 
С илә эйни сайлы кими баша дүшүрүк. 

Чохлуғун бүтүн элементләринин вә онларын һиссәләринин 
һәмин чохлугдан кәнар эдилмәсинин хүсуси әһәмиййәти вар- 
дыр. Бу Балда ашкардыр ки, А—А чохлуғу бош чохлуг ола- 
ҹагдыр. Айдындыр ки, бош чохлугда нә бир элемент, нә дә 
элементләрин һиссәләри олаҹагдыр. Белә бир суал мейдана 
чыхыр, чохлуғун элементләрини, эләҹә дә элементләринин 
һиссәләрини вә бу чохлугдан кәнар эдилән мүәййән элемент- 
ләри эләҹә дә һиссәләрини билдикдә, ердә нә гәдәр элемент 
вә элементләрин һиссәләринин галдығыны тэ’йин этмэк мүмкүн- 
дүрмү? Бу суала ҹаваб вермәк үчүн бир мәсәлә һәлл эдәк: 


Мәсәлә. 105 = һектарлыг бир тәсәррүфат саһәсинин 53-- 
пектарында тәрәвәз, галан һиссәсиндә күнэбахан вэ гаргыдалы 
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экилмишдир. Кунэбахан вэ гаргыдалынын экилдийи саһә 


нэ 
гэдэрдирг 

Демәли, элә бир саһәни тапмаг лазымдыр ки, бу саһәни 
тәрәвәз әкилән саһә мигдарынын үзәринә кәлдикдә тәсәррү- 


8 
фат саһәсинин мигдарына 105 | бәрабәр олсун. Онун үчүн 
(52) Й == (++) й язаг. Айдындыр ки, 105 24 


1 
алмаг үчүн (53 4 3) К-ын үзэринэ (22 + т)" кэлмэлийик. 


Демәли, 


8 1 1 
—— А — 58 — ћ = 52 — № 
ииз о 1 


алынар. 


Белэликлэ чыхма, ики топланандан бири вэ топлананларын 
ҹәми мэ’лум икән икинҹи топлананы тапма эмэлидир. Бурада 


чэмэ азалан (юхарыдакы мәсәләдә азалан 105 —- #-дыр , МЭ” 
лум топланана чихылан (53--#-дыр ), ахтарылан топланана 
исә фәрг дейилир Шан дыр) Бу. дейилэнлэри үмумиләш- 
дирсэк белә нэтичэйэ кэлирик: экэр 5 кэсри А чохлугунун 


7 
мигдарыны, гЗ кәсри кәнар эдилән В чохлуғунун мигдарыны 
кестэрирсэ (мигдары ифадә эдэн ики кэсри һәмишә ортаг мэх- 

а 7 є а 
рәчә кәтирмәк олар), Т фәрги илә т "НИН чәминин гч 


олаҹағы айдындыр, йә ни = эь үн элә бир кәсрә бәрабәр ол- 


7 а 
малыдыр ки, нус. илә топладыгда > алынсын, 


Она керэ дэ 


РИ 26. 
Б Өө } 
олдугда 
с а с-+а а 
“нг айн хиаг» 
алынмалыдыр. 


Бурада топлама эмэлинин, чыхма эмэлинэ тэрс олдугу да 
мейдана чыхыр. Топлама әмәли васитәсилә әһвәдки МмИГ- 
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дар тапылыр. Элэчэ дэ чыхма әмәли, топлама әмәлинин тәр- 
сидир. Беләликлә, топлама әмәли илә чыхма әмәли гаршылыг- 
лы тәрс әмәлләрдир. 

Чох вахт мүхтәлиф мәхрәҹли кэсрлэрин дэ чыхылмәсы 
лазым ҝәлир. Биз буну юхарыдакы мәсәләдә көрдүк. Бүтүн 
бунлары үмумиләшдирәрәк дейә биләрик ки, ики кәсрин фәр- 
гини тапмаг үчүн әввәлҹә һәмин кәсрләри ортаг мәхрәҹә 
кәтирмәк, сонра алынан кэсрлэри бәрабәр мәхрәҹли кэсрлэр 
кими чыхмаг лазымдыр. 

Кәсрләрин фәрги ашағыдакы хассәләрә маликдир: 

1) азалан чыхыландан бөйүк олмалыдыр; 

2) ҹәми чыхмаг үчүн топлананлары бир-бир чыхмаг олар. 
Тәрсинә, топлананлары чыхмаг үчүн бу топлананларын ҹәми- 
вин чыхылмасы кифгйэтдир. Онун учун 


“(+ Р) а с-4 а-(с-4). (8-0)-4 _ 


Б Ь р б р 5 ` р 
222288 -(2-2)-2 
р р р б р 
Беләликлә, 
а С а а С а 
һали а 4 
Ь 6 ы >) (5 > р (4) 


3) элэчэ дэ верилмиш эдэди, чэмдэн чыхмаг үчүн ону тон- 
лананларын бириндэн чыхмаг олар, 

4) фэрги бир эдэдин үзэринэ элавэ этмэк үчүн азаланы 
топлайыб, чыхыланы чыхмаг олар; 

5) фэрги чыхмаг үчүн азаланы чыхыб, чыхыланы топламаг 
олар. 


3. Кэсрлэрин вурулмасы вэ бөлүнмэси 
Кәсри натурал әдәдә вурма 


Әввәлҹә кәсрин ваһиддән бөйүк олан натурал әдәдә, сонра 
исә ваһидә гурулмасы һалларыны нәзәрдән кечирэк. Кэсрин 
натурал әдәдә вурулмасыны натурал әдәдин натурал әдәдә 
вурулмасы кими, йә’ни вуруланын вурандакы ваһидләри сайы 
дәфә өз-өзү илә топланмасы кими изаһ эдэчэйик: 


а-И--а- 4-р 0, 
п дэфэ 


а 0 В ИЕ Л, Л.2 эхн И 
п п п п п п 

Башга сөзлә, верилмиш кәсри натурал әдәдә вугмаг үчүн 
кәсрин мэхрэчиги дэйишмэйиб сурэтини һәмин натурал эдэд 
дәфә артырмаг лазымдыр. Биз юхарыда гатурал әдәдин вагидэ 
вә сыфра ьурулмасывын тэ’рифини вердик. 


йЭ ни 
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Эләчә дэ бурада 
а 
Фа 
п 
.0=0 


тэ рифлэрини гэбул эдэчэйик. 


з|8 з [в 


Кэсри тама белмэ 


Юхарыда ики натурал әдәдин галыгсыз белунмэсини шәрһ 
эдэркэн көстәрдик ки, бир натурал әдәди диҝәринә бөлмәк, 


Һасил вә вуруглардан бири мә’лум олдугда диҝәр вуруғу тап- 


маг демәкдир. 
Бурада ики һал вардыр. Биринҹи һалда ики натурал әдәдин 
һасили вә вуран мә’лум олдугда вуруланы тапмаг, икинҹи 


һалда исә һасил вә вурулан мә’лум олдугда вураны тапмаг 


тәләб эдилир. 
Биринҹи һалда уйғун олараг кәсрин тама (натурал әдәдә) 


бөлүнмэси мәсәләләринә дә раст ҝәлирик. Мәсәлән, Се күб- 


рәнин 6 тәсәррүфат саһәси арасында бәрабәр бөлүнмәси тәләб 
эдиләрсә, һәр тәсәррүфат саһәсинә дүшән күбрэни х к? илә 


ишарә эдиб, 6 тәсәррүфат саһәсинә дүшэн ги күбрэнин Х-дэн 


6 дэфэ чох олдугуну нэзэрэ алараг 


х:6 кг= = т=600кг 


шэклиндэ яза билэрик. 
Натурал әдәдләр саһәсиндә биринҹи һала уйғун олараг 


РИК 
6 


олмалыдыр. Һасил кәср олдугда да эйни бөлмэ гайдасы тэт- 
биг эдилмәлидир. 
Тутаг ки, 
хп. 
9 
Бурада да натурал әдәдләр саһәсиндә олдуғу кими 


9 
м:марәси ишлэдилмэлидир. 
Белә бир тэбии суал мейдана чыхыр: о, һансы эдэддир ки, 


л-ә вурдугдан сонра -”- кәсринә бәрабәр олур? Зеһнән белә 
9 


бир кэсрин 
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олдуғуну тэ’йин этмэк чэтин дейилдир, 


Доғрудан да, 


ЭХ 2897 891 228855. 
4"! п @ 
олар. Демәли, 
Ёа 
9 {л 


гәбул этмәклә биз, вурма вә бөлмә әмәлләринин билдийимиз 
хассәләринә зидд олмаян ашагыдакы хассэни әлдә эдирик: 
верилмиш кәсри натурал әдәдә (тама) бөлмэк үчүн һәмин кәс- 
рин сурәтини сабит сахлайыб, мәхрәчини тама вурмаг кифа- 
йәтдир. 

Белә бир суал да мейдана чыха биләр: кәсри юхарыда 
көстәрилән гайда илә тама бөләркән онларын чәми вә фәрги 
пайлама ганунуна табе олурму? Бу суала чаваб верәк: 


Е т ? 
л п.т, п. т т.п 


Белэликлэ, 


(+ ав жута А79 
п п Й. п 
олдугуну алырыг, йә'ни кэсрлэрин ҹәмини тама бөлмәк учун 
айры-айры топлананлары һәмин тама бөлүб, алынан гисмәт- 
ләри топламаг кифайәтдир. 

Бу ганун кәсрләрин фәрги үчүн дә өз күчүндә галыр: 


а р а р 
———\:иж=—:т—— т. 
П. П, п п 


Кәсрә вурма 


Биз юхарыда натурал әләди вә кәсри натурал әдәдә вур- 
маг гайдаларындан бэйс этдик. Инди исә натурал эдэдин кэсрэ 
вэ кэсрин кэсрэ вурулмасындан бэйс эдэк. 

Ашкардыр ки, натурал эдэдин вэ кэсрин кэсрэ вурулма- 
сында вуруланы, вуранда олан вайидлэрин сайы дэфэ өз-өзү 
илә топланмасы кими тэ’йин этмэк мүмкүн дейилдир, чүнки 
натурал эдэди вэ кәсри, кэср дәфә топланан олараг тәкрар 
этмәк олмур. 

Белә бир суал мейдана чыхыр: бәлкә һәятда, мәишәтдә 
натурал әдәдин вә кэсрин кәсрә вурулмасы һалларына печ раст 
ҝәлмирик 2 

Мэ’лум тамын верилән кәср гәдәр һиссәсинин тапылмасы вә 
мэ’лум кэсрин верилән кэср гәдәр һиссәсини тапмаг кими 
үмуми мәсәләләр буна ҹаваб ола биләр. 
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Мэсэлэн, л) кәсринин ни тапмаг тәләб олунур. Бунун 
П, 


үчүн сти п Писсэйэ белуб белә һиссәләрдән бирини кетур- 


мэк лазымдыр. 
Гы. Л р 


——- 
- 


9 {т 


Башга сөзлә, мэ’лум әдәдин верилән һиссәсини тапмаг 
үчүн мэ’лум әдәди һәмин һиссәйә бөлмәк лазымдыр. 


т. 
Инди исә -2. кәсринин — һиссәсини тапаг. Әввәлҹә Р кос- 
9 л 9 
1 жы? р 
ринин -- һиссәсини тапыб, йэ’ни -и билиб, сонра һәмин 
п Д2 


| а. Е 
һиссәни т дәфә көтүрмэк лазымдыр. Иэ’ни Р. кәсринин —— 
9 7 


һиссәси 227 бәрабәрдир. Беләликлә, мә’лум кэсрин верилән 
кәср гәдәр һиссәси, сурәти бу кәсрләрин сурәтләри һасилин- 
дэн, мәхрәҹи исә һәмин кэсрлэрин мэхрэчлэри һасилиндән 
ибарәт олан бир кәсрә бәрабәрдир. 

Мә’лум кәсрин верилмиш кәср ҝөстәрән гәдәр һиссәсини 
тапмаг үчүн олан бу гайда ердәйишмә (коммутативлик) вә ас- 
сосиативлик ганунларына табедир. Доғрудан да, 

1. Билирик ки, . | 


т т 
26 кэсринин -- һиссәси Р”! дир. 
1) дп 


Эйни гайда илә 
2 кэсринин Р һиссәси тр дир. 
л 9 п 


Диҝәр тәрәфдән 
рт=тр, фп = пф бәрабәрликләри доғрудур. Онда (натурал 
әдәдләр вурма =мэлинэ көрә коммутати: лик гануна табедир). 


ИП. тр 
п п 


олур. Демәли, кәсрин верилән үеср көстэрэн гәдәр һиссәсини 
тэ’йин этдийимиз әмәл коммутативлик ганунуна табедир. 


а 
2. Ассосиативлик ганунунун доғру олдуғуну көстәрәк; 9 
с р ас 
кэсринин Л һиссәсинин —— һиссәси, ашкардыр ки, эл кәсри- 
Ч 
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р ‚„„(ас)р 
нин, — Биссэсинэ, йэ’ни ——^^-Йэ бәрабәрдир. 
4 ТЗН 


а 
Диҝәр тәрәфдән ЕЭ кэсринин, = -нин Р. һиссәси гәдәр Вис- 
сәси я 
25 (2-1 599103 р. 
ь 144 / 8(4Ф) (94)4 
кэсринэ бэрабэрдир. 
3. Инди дистрибутивлик ганунунун доғрулуғуну исбат 
эдәк. 


р 
@ ы 2| кэсринин Р һиссәсинин (4:-0)Р олаҹағы айдын- 
С с 9 С9 
дыр. Бурадан 
(а4-0)р _ ЯР — ар. Фр Бэх 
с-4 сд са 4 | 


Сағ тәрәфи нәзәрдән кечирдикдэ керунур ки, чэмин бирия- 


а 
чи Һәдди — кэсринин 2- Һиссәсинә, икинҹи һәдди ИС9-- кэс- 
С 9 с 


ринин Р һиссәсинә бәрабәрдир. 
9 


Верилән кәср гәдәр һиссәси мә’лум олан кэсри тэ’йин этмә# 
үчүн вердийимиз тэ’рифи вә онун малик олдуғу әсас хассэ- 
ләри дәриндән арашдырдыгда көрүрүк ки, верилэн эдэдин 
кэср кестэрэн гэдэр һиссәсини тапмаг һәмин элэди кәсрә вур- 
маг демәкдир. Мэ’лум эдэдин верилмиш кэср гәдәр писсәсини 


а 
тапмаг әмәлини кәсрә вурма адландырат. Башга сөзлә, -_кэс- 


ринин 5 ә һасили Е - кэсринин С һиссәсинә 
ин, - кәсринә паси —. — |, — = 
ч ыа в а] в 4 


бэрабэрдир. Демэли, тэ’рифэ көрә белә яза билэрик: 
а < а-с 


р а 69а 
Беләликлә, верилмиш ики кэсрин һгсили, сурәти бу кэсрлэрин 
сурәтләри һасилиндән, мәхрәҹи исә һәмин кәсрләрин мәхрәҹ- 
ләри расилиндән ибарәт Олан кәсрә бәрабәрдир. 

Ики кәсрин һасилини, верилмиш кәсрин, верилмиш һиссә- 
синин тапылмасы әмәли адландырдығымыздан кәсрләрин һаси- 
линин дэ, натурал әдәдләрин вә кэсрлэрин ҹәминин табе 
олдуғу ганунлара табе олаҹағы айд ын олур, дэ ни: 
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9, (5 + 2) ТЭРЭН, ЖЭ Е. (вурмада дистрибутивлик 


ь ӣ) д Б 4 4 4 
гануну). 
а[с р а р 
3. —1|—.— вурмада ассосиативлик гануну). 
9 ( 7 2)- ЦЭ а (вур уну) 


Кәсрә бөлмә 


Кәсрә бөлмә әмәлинин тә’рифинә кечмәздән әввәл верил- 
миш әдәдин тәрсинин тә’рифини верәк. 

Һасили ваһидә бәрабәр олан ики натурал әдәддән биринә 
о биринин тгрси дейилир. 


Натурал и әдәдинин тәрси 1 -дир. Доғрудан да, 2 йг, 
н п 


Р_ кәсринин тәрси ый -дир. Доғрудан да, — · — =]. 
9 р 


Биз натурал эдэдэ вурма эмэлиндэн кэсрэ вурма эмэлинэ 
кечдикдэ бизэ мэ лум олан вурма эмэлинин тэ’рифи эвэзиндэ 
даһа үмуми олан тә'риф гәбул этдик. 

Белә күман эдилә биләр ки, натурал әдәдә бөлмәкдән 

“рә бөлмә әмәлинә кечдикдә дә ени бир тә'риф гәбул этмэ- 
лийик. Әслиндә исә ени бөлмә тә'рифинә һеч бир эһтияҹ 
йохдур. 

Доғрудан да, бөлмэ әмәли, һасил вэ вуруглардан бири 
мә’лум олдугда о бири вуруғу тапмаг әмәлиндән ибарәтдир. 
Белә ки, бу тә’рифдә һасили мэ’лум олан ики вуругдан һан- 
сынын мәҹһул, һансынын там, һансынын кәср олдуғу барәдә 
һеч бир шәрт верилмир. Она көрэ дэ: 


4 4 
язылышында элэ бир х-и тапмаг нэзэрдэ тугулур ки, бу х-и 
= -йә вурдугда Р. кәсри алынсын, йә’ни 
9 
РЭН 4 
а 4 


олсун. 
Бу бәрабәрлийин һәр ики тәрәфини эйни әсринә вурсаг 
с 


(= 2). =2. 5 
9 


аларыг. 


рурмадакы ассосиативлик ганунуна эсасэн яза билэрик: 


С а с а са 
Хх, мы |» на [| = о | наад шв ТЭ 
( Т) С (2 3 "> =. [ = . 


Демэли, 


олур, йә НИ бир әдәди о бири әдәдә бөлмәк үчүн бөлүнәни 
бөлэнин тәрси олан әдәдә вурмаг лазымдыр. 
Диҝәр тәрәфдән кәсрин кәсрә бөлүнмәси гайдасыны белә 


дә изаһ этмәк олар: тутаг ки, һәр һансы бир х әдәдинин > 


һиссәси Ба» бэрабэрдир, йә'ни х. = А ‚х-и тапмаг үчүн 
Ч Ч 


Р нү —.-вә бөлмәк лазымдыр. 
4 


Ё р 
х эдэдинин "тери гәдәр һиссәси — -дүр, йә ни х әдәди 4 


гәдәр бәрабәр һиссәйә бөлүнмүш вэ белә һиссәләрдән с гэдэр 


көтүрүләрәк Р_алынмышдыр. Инди х-и тапмаг үчүн ву 
Ч | 


с-йэ бөлүб онун – Һиссәсини тапмаг, совра да 4-йэ вурмаг 


лазымдыр. х = Р`“ алыначагдыр. 
4:0 
Демэли, 
х* Е 3 
а Ч 
бурадан : 
айз К АЕК чы 

9 4 406 

алыныр, 


Үмумиййәтлә кэсрлэрин бөлүнмәсин» натурад әдәдләрин 
бөлүнмәси кими тэ’риф этсэк ВӘ кәсрләрин бөлүнмәси еерее 
Эдэдлэрин бөлүнмэсинин табе олдуғу хассәләрә ишик 
а. кәсрләрин бөлүнмәсинин өзүнә мәхсус хассәләри уд 

Бу хассэлэр ашагыдакылардыр. 

1. Бөлэн Цадиг 5. кэсрлэр чохлуғунда бөлмә 
Әмәли истәнилән гәдәр иҹра эдилә биләр. Мә’лум олдуғуна көрә 
натурал , әдәдләр чохлуғунда ики натурал әдәдин гисмәти, 
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бүтүн һалларда натурал эдэд олмадығы үчүн натурал әдәдләр 
чохлуғунда бөлмә әмәли һәмишә мүмкүн дейилдир. 

Кәсрә бөлмә әмәли исә бөләнин тәрси олан әдәдә вур- 
магдан ибарәт олдуғу үчүн (бөлән сыфыр олмадыгда) һәмишә 
иҹра эдилә биләр. 

2. Натурал әдәдләрин гисмәти натурал әдәд олдугда, гис- 
мәт, бөлэнин бөлүнэндэ нечә дәфә ерләшдийини вә я бөлү- 
нәнин бөләндән нечә дәфә бөйүк олдуғуну көстэрдийи юха- 
рыда гейд эдилмишдир. 

Лакин натурал әдәдләрин гисмәти кэср олдугда гисмэтин, 
бөлүнэнин бөләндән нечә дәфә бөйүк олдувуну көстәрдийини 
сөйләмәк олмаз. 

Она көрә дэ, бир кәсрин диҝәринә бөлүнмэсиндэн алынан 
гисмәти онларын нисбәти дейә адландырырлар. 

Ики әдәдин нисбәти анлайышы эрамыздан габаг 1ТУ-ЇШ 
әсрләрдә тәшәккүл этмишдир. 

Нисбэтлэр нәзәриййәсинин . инкишаф йолларында Шэрг 
алимләринин, о ҹүмләдән Азәрбайҹан алими Нәсирәддин Туси- 
нин! (1201—1274) мүһүм үмумилэшдирмэлэри вә ени нэзэрий- 
йәләри мөвҹуддур. Нисбәтдә иштирак эдән бөлүнәнә нисбәтин 
әввәлки һәдди, бөләнә исә нисбәтин сонракы һәдди дейилир. 
Аа 3:12 нисбәтиндә, әввәлки һәдд 8, сонракы һәдд исә 
12-дир. 

Бир әдәдин диҝәринә нисбәти элә бир әдәдә дейилир ки, 
бу әдәди нисбәтин сонракы һәддинә вурдугда нисбәтин әввәл- 


1 1 
ки һәдди алыныр. 3-ун 12-йә рз -дир; чүнки 12. 21=3 
олур. : 
Инди исә бөлмэдэ әсас ганунларын доғрулуғуну көстәрәк. 
'. Ҹәмин вә фәргин бөлүнмэсиндэ пайлама (ассосиативлик) 


гануну мөвчуддур. 


Е л ‚р сажс р __(а+с)д | аФ--сф __ 
» 5) 6 да Вр бр 


р ёр ва ва 
Бурада әввәлләрдә исбат этдийимиз ганунлара әсасланараг 


бәрабәрлийин сағ тәрәфи --- -нин 2. -йә нисбәти илә —-нин 
Ч 


Р йә нисбәтинин ҹәминдән вә фәргиндән ибарәт олдуғу исбат 


эдилди, 


1 Нәсирәддин „Шоэклул-Гита“ адлы әсәриндә нисбәтләр нәзәриййәсинм 
инкишаф этдирмишдир. 
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К л н 


кииинки 


Ф. Һасилин кэсрә бэлүнмэси. Исбат этдийимиз хассәләри 


нәзәрә алараг яза биләрик: 


а те ас. р ас. 
($ =): : 


Эләчә дә, 


йә'ни һасили кәсрә бөлмэх учун вуруглардан бирини Пэмин 


кәсрә бөлмәк кифайәтдир. 
3. Кәсрин һасилә бөлүнмэси дэ эйни гайда илә исбат эдилә 


биләр. 


— =—. — 


Элэчэ дэ, 


йз ни: әдәди Басилэ бөлмэк үчүн һәмин әдәди һасилин вуруг- 
ларына ардычыл белмэк кифайэтдир. 
4. Бэлэн вэ бөлүнэни эйни бир эдэдэ вурсаг вэ я бөлсэк 


гисмәт дәйишмәз. 
а с а4 А 
үс те гисмәтини нәзәрдән кечирэк. БөләнҸвә бөлүнэни 
эйни бир әдәдә вураг: 
4 , И 4-р, С кч р ср 
ьа 54 4 4 4 
Фу ени әдәдләрин гисмәтини тапаг: 


„Эр ‹. ср. _ ар ,4ф _ (ар):(04) _а (рад) _ 
59° 44 69 ср (94)(о)  (5(4ср) 
_ 4(4:р4) (а:0)(р:9 а.а 


ТОШПЖО —— = ——= 


Ь(с.4'Р) (6с) (рд) б.с 


$ 3. МЭНфИ ЭДЭДЛЭР 


Мәнфи әдәдләр кәсрләрдән чох сонра әмәлә кэлмиш вэ 
тэшэккүл этмишдир. Тарихән мәнфи әдәдләр элмдэ иррасио- 
нал әдәдләр! мә’лум олдугдан чох сонра мейдана чыхмыш вә 
ишлэдилмэйэ башланмышдыр. Элмдә мэнфи эдэдлэр ики шэ- 
килдэ тәзаһүр этмишдир: 

1) натурал әдәдләрин фәрги шэклиндэ (бурада һәмишә 
азалан чыхыландан бейук кетурулмушдур); 

2) мүстэгил шэкилдэ (йэ’ни натурал вэ кэср эдэдлэрдэн 
фәргләнән ени тәбиәтли әдәд кими). . 

Натурал әдәдләрдән мәнфи әдәдләрә доғру олан инкишаф 
йолу натурал әдәдләрдән кәсрләрә доғру олан инкишаф йолун- 
дан вә бу йолда газанылан тәҹрүбәдән чох фәргләнир. Бу 
ҹәһәт риязийятда, эйни заманда ики инкишаф хәттини мүәй- 
йән эдир. Биринҹиси, риязи анлайышларын мүстәгил формада 
эһтияҹ уҹундан тәзаһүрү вэ инкишафы хәтти (мәсәлән, нату- 
рал әдәдләрин сай просесиндән, кәсрләрин исә өлчү просесин- 
дэн әмәлә кэлдийи кими). Икинҹиси исә, риязийят элминин 
өз дахили ганунларынын инкишаф хәттидир. Мәнфи әдәдлә- 
рин мэншэи вә инкишафы икинҹи йолла олмушдур. Тәнлик- 
ләр һәлли вә һәллин гайдаларындав газанылан тәҹрүбә мәнфи 
әдәдләрин мәнбәи вэ мэвшэи олмушдур. 

Натурал әдәдләр даирәсиндә кичик натурал эдэддэн бейук 
натурал әдәди чыхманын мүмкүн олмамасы вә тәнликләр һәлли 
гайдаларынын үмумиләшдирилмәси мәнфи әдәдләрин мейдана 

чыхмасыһын әсас сәбәбләридир. 

Мәнфи әдәдләрин илк изләринә эрамызын 1У әсриндә яша- 
мыш юнан риязийятчысы Диофантын әсәрләриндә раст кэли- 
рик. Диофантын яшадығы вахт бизә дүрүст мэ’лум дейилдир. 
Диофантын тәхминән 365-ҹи илләрә яхын бир заманда Искән- 
дэриййэдэ яшадығыны сөйләмәк олар. Диофаһтын яшы Ваг- 
гьнда белә бир мәсәлә мэ’лумдур. 

Диофант өмрүнүн алтыда бирини ушаглыгда, он икидэ 
бирини кэнчликдэ кечиртмишдир. Эвли икән өмрүнүн өвладсыз. 
кечирдийи еддидэ бириндэн дайа беш ил сонра бир олу 
олмушдур вэ бу оғлан атасынын яшынын ярысына чатдыгда 
өлмүшдүр. Бундан сонра исә атасы ялныз дөрд ил яшамыш- 
дыр". 

Бу мәсәләнин һәллиндән көрүнүр ки, Диофант 84 ил яша- 
мышдыр. Диофантын һәяты һаггында бу гәдәр мэ’лумат вар- 


дыр. Диофантын „Һесаб“ адлы әсәри гәдим юнанларын „чәб- 
ридир“. 


1 Иррасионал әдәдләр һаггында $ 6-да мүфәссәл мәлумат верилир. 
2 Бу мәсәлә, „Ап{һо1орїа Огасса* әсәринин эпиграммасыдыр. Әкәр Дио- 
фантын яшыны х илә ишарә этсәк, онда Диофантын яшы 


1 1 
6 Х + тә х + 7 х+5+ $ ^тї=х 
тэнлийинин һәллиндән тапылыр. Бурадан х--84. 


56 


Диофант һесаб вэ чэбр мэсэлэлэрини Пэндэси йолла һәлл 
этмэйэн илк юнан риязийятчысыдыр. О илк дэфэ дерд эмэли, 
гүввэтэ йүксәлтмә вэ кекалма әмәлләрини ишлэдэрэк һесаб- 
лама йолу илә һесаб вә ҹәбр мәсәләләрини һәлл этмәйә ҹәһд 
этмишдир. 

Илк дәфә Диофант (.х--1) (х--2) һасилини х24-3х4-2 шэк- 
линэ кэтирмишдир. О, (Х--1) (Х--2) Василини һесаблайыркән 
„әлавә“ эдилэн вэ „чыхылан“ әдәди айырараг ашағыдакы гай- 
даны сейлэмишдир. „Ики чыхылан эдэдин һасили әлавә олу- 
нан эдэддир, элавэ олунан эдэдин чыхылан эдэдэ һасили исә 
чыхылан эдэддир“. 

Гейд этмэк лазымдыр ки, Диофант мэнфи эдэди мустэгил 
бир эдэд кими дейил, Пэмишо азаланы чыхыландан бейук 
фэрз эдэрэк фэрг шэклиндэ баша душурду. Белэ бир тэбии 
суал мейдана чыхыр: керэсэн Диофант ишарәләр ганунуну 
неҹә кэшф этмишдир? | 

Диофант ишарэлэр ганунуну фэрглэрин вурулмасында 
ишлэтдийино көрә вурмада һасилин ишарэсини элә сечмиш- 
дир ки, икиһәдлини икиһәдлийә вурма гайдасынын (биз инди 
бу гайданы пайлама вә я дистрибутивлик гануну адландыры- 
рыг) нәтиҹәси, әдәди һесабламаларда билаваситә һесаблама- 
нын нәтиҹәси илә эйни олмушдур. Мәсәлән, 


(х--1) (0—2) =(х—1):х-+ (х—1) (—2)= 
--х2--(-1) х--х(-2)--(-1) (2): 
тутаг ки, х=3, 
онда (3—1) (3—2)=3:34- (—1) (-3) -43-(-2)--(--1) (—2) 


олур. 
Билаваситә һесабладыгда исә (3—1) (3—2) 
Һәмин нәтиҹәни алмаг үчүн 


2.1=2 алыныр. 


(-1) .3=—3, 
3.(—2)=—6 
(—1) .(—2)=2 


кетурмэлийик. Шүбһәсиз ки, Диофант тэкчэ бу мисал үзэ- 
риндэ дейил, чохлу белэ песабламалар апардыгдан сонра вур- 
мада ишарэлэр гайдасыны сечэ билмишдир. 

Диофант бу песабламаларла янашы „Һесаб“ әсәриндә күлли 
мигдарда бирдәрәҹәли гейри-мүэййэн тәнликләр вә икидәрә- 
ҹәли мүәййән тәнликләр һәлл әтмишдир. Бунларын ән сэчий- 
йәви ҹәһәти бурасындадыр ки, һәмин тәнликләрин һәлли гайда- 
лары, бу күнүн һәлл гайдаларындан һеч дә фәргләнмир. Лакин 
тәнликләри һәлл эдиркэн Диофант алынан мәнфи, иррасионал вә 
хэяли көкләри тулламышдыр. Элэчэ дә ики мүсбэт көк оланда 
бирисини сахлайыб, диҝәрини атмышдыр. Эйни заманда Дио- 
фант аздан чоху чыхмағы мүмкүн һесаб этмирди. Бурадан Дио- 
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фантын мэнфи эдэдлэрэ ябанчы бир мунасибэт бэслэдийи 


айдын керунур. 

Диофантдан сонра, мәнфи әдәд анлайышынын инкиша- 
фында һинд алимләри даһа ҹәсарәтли аддымлар атмышлар. 
Диофант кими һинд алимләри дә мәнфи әдәдләрә тәнликләри 
һәлл этмәк йолу илә ҝәлиб чыхмышлар. Лакин һиндлиләр 
тәнликләрин һәллиндә Диофантдан даһа ирәли кетмишлэр, 
Һиндлиләр мәнфи әдәдләрә тәкҹә ,чыхылан“ кими дейил, 
мүстәгил, мүҹәррәд әдәд кими бахмышлар. 


Һиндлиләр М1— ХІ әсрләрдә мәнфи әдәдләри мәсәләләрин 
һәллиндә систематик олараг тәтбиг вә тәдгиг этмишлэр. Вичд- 
лиләрдә мүсбәт вә мәнфи әдәдләрин, чыхма әмәлинә топлама 
әмәли кими бахмаға имкан верэн хүсуси ишарәләри олмуш- 
дур. Мәшһур һинд риязийятчысы Брамагунт (598—660) мәнфи 
әдәдләр үзәриндә әмәлләр гайдасыны тә’йин этмишдир. О, 
мәнфи әдәдләри борҹ, мүсбэтлэри исә газанҹ кими изаһ этмәйә 
ҹәһд эгмишдир. Она көрә дә бир чох ряязийятчылар мәнфи 
әдәдин мәншәини борҹ вә газанҹ мәсәләләринин әдәдләрә 
кечирилмәсиндә көрүрлэр. Бу, әдәдләрин мәншәинин борҹ 
мәфһумуна ҝәтириб чыхаран нәзәриййә көкүндән сәһвдир. 
Мәнфи әдәдләрин белә изаһы онларын һәятда, мәишәтдә ишлэ- 
дилмэсиндэн сонра мейдана чыхмышдыр. Һиндлиләрин мәнфи 
әдәдләри борҹ әламәти кими изаһ этмәләринә бахмаяраг онлар 
да юнанлар кими мәнфи әдәдләрә мүмкүн олмаян әдәд кими 
бахмышлар. Диофантдан фәргли олараг һиндлиләр квадрат 
тәзликләри һәлл эдәркән онун һәр ики кекуну (бу көк мәнфи 
оданда белә) тапмаға чалышмышлар. Мәсәлән, сонралар һинд 


алими Бхаскара (1114-ҹү илдә анадан олмушдур) шүурлу 
сурәтдә вә систематик шәкилдә мәнфи әдәдләри квадрат тән- 
ликлэрин һәллиндә дүзкүн олараг һесаба алмышлар. Мәсәлән, 
ё —45х==250 квадрат тәнлийинин Һәр ики хү—=59 вә Хуү----5 
кеклэрини тэ’йин этмиш вэ бурадача гейд этмишдир: „Лакин 
икинчи гиймэти көтүрмэк мүмкүн дейилдир, чүнки мэсэлэнин 
тәртинә мүнасиб дейилдир: адамлар мүчәррәд мәнфи әдәдләри 
бэйэнмирлэр“. | 

Мэнфи эдэдлэрэ олан белэ лагейд мунасибэт элмдэ узун 
заман давам этмишдир. Һәтта ХҮІІ әсрдә дэ мәнфи әдәдләрин 
ялан олдуғу фикрини ирәли сүрэнлэр аз олмамышдыр. Онлар 
мәнфи әдәдләри “мутлэг“ (мүсбәт) әдәдләрә гаршы гояраг, 
бунлары об'ектив олмаян әдәд һесаб эдирдиләр. Лакин 
һадисәләри ләриндән тәһлил этдикдә һәятда, мәишәтдә бир- 
биринә гаршы дуран вә бир-биринә әкс олан кэмиййэтлэри 
фэрглэндирмэк лазым колмишдир. Белэ гаршы-гаршыя вэ 
бир-биринин экси олан кэмиййэтлэрэ чохлу мисал кэтирмэк 
олар: кечмиш вэ кэлэчэк заман, союуглуг вэ истилик дәрә- 
ҹәләри, ики әкс истигамәтдә һәрәкәт ‘эдэн ҹисимләрин сүр” 
әтләри газанҹ вә зәрәр вә и. а." 
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эс Бир-биринә экс олан кэмиййэтлэри фэрглэндирмэк әсасында 
бөйүк франсыз риязийятчысы Р. Декарт (1596 -1650) өзүнүн 
„һәндәсә (1637) китабында мәнфи әдәдләри истигамэтлэнмиш 
парча кими изаһ эдәрәк, аналитик һәндәсәнин әсасыны гойду, 
Декарт аналитик һәндәсәдә тәнликләрин көкләринә мүәййән 
бир әйринин абсис оху илә кэсишмэси кими бахыб бир дәфә- 
лик мәнфи вә мүсбәт әдәдләр арасындакы зиддиййәти арадан 
галдырды. 

Бир дүз хәтт кетурэк вэ бу дүз хэтт үзәриндә ихтияри 
бир нөгтәни (шәкилдә бу нөгтә О нөгтәсидир) ғейд эдәк (4-ҹү 
шәкил). Бу нөгтәйә башлангыч нөгтәси дейилир. Дүз хәтт 


=з -2 -4 0 + 1 +2 43 


4-чу шэкил 


узэриндэ мусбэт бир истигамэт тэйин эдэк, О-дан сага доғру 
истигамәт мусбэт, сола доғру истигамәт исә мәнфи гәбул 
эдилмишдир. Сонра ваһид бир АВ парчасы гәбул эдәк (4-чү 
шәкил). Бу парчаны О-дан башлаяраг көтүрдүйүмүз дүз ХӘТТ 
узэриндэ саға вә сола доғру ардыҹыл олараг айыраг. Саға 
доғру ардыҹыл сүр’әтдә айырдыгда ваһид парчанын сағ уҹу 
1, 2, 3 вә с. нөгтэлэринэ дүшэчэкдир. Саға доғру һәрәкәт 


истигамәти мүсбәт гәбул эдилдийиндән һәмин нөгтәләрә уйғун 


олан әдәдләри 1, 4-2, +З вэ С. ИЛӘ көстәрәк. Ваһид парчаны 
дүз хәтт үзәриндә Сола доғру айырдыгда исә (һәмин истига- 
мәт мәнфи гәбул эдилмишдир) онун сол уҹларыны уйғун ола- 
раг —1, —2, —3,... әдәдләри илә көстэрэк. Бурада —1, —2, 
—3,... әдәдләри гиймэтчэ ваһид парчанын узунлуғунун 1,2, 

вә и. а. мислини, ишарэчэ исә һәмин парчаларын „О“-дан сола 
доғру айрылдығыны көстәрир. Беләликлә, ӘДӘД адландырды - 
ғымыз бу ахырынҹы символлар васитәсилә истигамэтли кэмий- 
йәтләри дэ характеризә әдә биләрик. Бу символлары ӘДӘД 
адландырмага әсасымыз вардыр. Мэсэлэн, 5 манат пулун 
олмасы илэ 5 манат борчун олмасы бир-бириндән экс истига- 
мәтдә дуран дәлилләрдир. Биз бу дәлилләри тәбиәтҹә ДӘ 
фәргләндирмәлийик. Она көрә Дә пулун олмасы дәлилини 
мүсбәт, олмамасы дэлилини исә мәнфи адландырырыг. Биринин 
мигдарыны кестэрэн эдэдэ (пулун олмасына) мүсбәт, пулун 
олмамасыны ҝөстәрән әдәдә ИСӘ мәнфи дейирик. 

Беләликлә, натурал әдәдләрин билаваситә давамы олмагла 
—1, —2, —3,... әдәдләри алыныр. Бу эдэдлэрэ дә натурал 
әдәдләр кими лам әдәдләр дейилир. Мәнфи там әдәдләрә 
мүсбәт там әдәдләрин сыфыр нөгтәсиндәки күзкүдә алынан 


әксләри кими бахмаг олар. 
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О-дан сола дору ваһид парчанын нәинки там мисилләрини, 
эйни заманда бу вайидин ярысыны, үчдэ бирини вэ и. а. кими 
ихтияри кәср һиссәләрини дэ айырмаг олар. Беләликлә, 


Ё (4>0) шәклиндә олан ики там әдәдин (мүсбәт вә я мәнфи) 
9 


нисбәтини дүз хәтт үзэриндэ көстәрмәк олар. Бунун үчүн эв- 
вәлҹә ваһид парчаны 4 бәрабәр Һиссәйә бөлүб, сонра бу һис- 
сәләрдән р дәнә кетурмэк вә экэр р мүсбэт тамдырса бу һис- 
сәләри сағда, мәнфидирсә солда айырмаг лазымдыр. 
Үмумиййәтлә, сыфыр, мүсбәт, мәнфи, там вә кәср әдәдләрә 
бирликдә расионал 2дэдлар дейилир (расионал әдәдләр Ваг- 
гында $ 4-дә даһа әтрафлы данышылаҹагдыр). Мәнфи әдәдлә- 
рин дахил эдилмәси илә әдәдләр чохлуғу би? даһа кенишлэн- 
миш олду. Һәр бир ени тәбиәтли әдәдләрлә әлагәдар олараг 
онлар узэриндэ эдилән әсас әмәлләрин тэ’рифи дэ мүстәсна әһә- 
миййэтэ маликдир. д2-а олдугда мәнфи әдәдләрлә янашы 


(6—а)=—(а—6) | 


олдуғуну да тэ’риф кими гәбул эдәк. Белә тэ’рифлэри гәбул 
этдикдэ эйни заманда мәнфи әдәдләрә гәдәр бизә мэ’лум олан 
әдәдләрин үзәриндә эдилән әмәлләрин табе олдуғу әсас ганун- 
лара да бурада зидд чыхмамалыйыг. Бу ганунлардан бириси 
дистрибутивлик ганунудур: 

а (6--с) = ар -- ас. 


Мәнфи әдәдләрин вурулмасында элә ишарәләр гануну тап- 
малыйыг ки, һәмин ганун әдәдләр үзәриндә эдилән әмәлләрин 
табе олдуғу билдийимиз әсас ганунлара зидд олмайыб, била- 
васитә онун үмумиләшдирилмәси олсун. Мәсәлән, (—1).(—1)= 
=--1 дейэ гәбул этмэлийик, чунки башга чур, йәни 
(-1)-(-1)---1 гәбул этсэк, онда а=—1. 0-1, с=— 1 кетур- 
дүкдэ, 

а(9--с)--141-1)--1--1----2 
алмыш оларыг. Белә олдугда исә дистрибутивлик гануну по- 
зулмуш олар, чүнки, диҝәр тәрәфдән 
а (6--с) = —1 (1—1) =—1 :0--0, 
йә'ни—2=0 олаҹагдыр. Бу исә мүмкүн дейилдир. Айдындыр 
ки, натурал а вә 9 үчүн (—а) Василини (-4) эдэдинин өз- 
өзү илә 9 дэфэ топланмасы кими тэ’йин эдэ билэрик: 
(9-6 (а) (а) +... ш) —— (а) 
15 . 
р б дәфә 
акин ач4--0)-ни бу үсулла тэ’йин этмәк м 

| Үмкүн дейилдир. 

мл айж: ердэйишмэ ганунунун мэнфи эдэдлэрэ хас олмасы 
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гәбул этмэлийик, йә'ни 
(-1)(4-1) ----1, -814(-41)----1 
олмалыдыр. 


Ишарэлэр ганунуну бу гайда илә тэ’риф этмэклэ риязийят 
даһа кениш һадисәләр саһәсиндә тәтбиг олуна билир вэ өз 
һәятилийини сүбут эдир. Белә ки, расионал әдәдләр чохлуғу 
үзэриндэ эдллән әмәлләрә нәинки ассосиативлик, коммутатив- 
лик, дистрибутивлик ганунлары формал олараг тәтбиг эдилир, 
һәм ДЭ 4--Х--0 вә ах=Р (бурада а+0) тәнликләри биргиймәт- 
ли һәлл олуна билир. Башга сөзлә расионал әдәдләр чохлуғун- 
ла топлама, чыхма, вурма, бөлмэ (бөлэн сыфыр олмамалыдыр) 
әмәлләри һүдудсуз олараг апарыла биләр. Расионил әдәдләр 
үзәриндә апарылан бу әмәлләрин нәтиҹәсиндә енә дә расионал 
әдәдләр әлдә эдирик, йэ ни һәмин эмэллэрэ көрә расионал 
әдәдләр чохлуғу гапалыдыр. Белә гапалы әдәдләр чохлуғуна 


мейдан дейилир. 


$ 4. РАСИОНАЛ ЭДЭДЛЭР 


1. Расионал эдэдлэрин хассэлэри 


Инли исэ расионал эдэдлэрин даһа әтрафлы өйрэнилмэсинэ 
кечәк. Бурада расионал эдэдлэрин бир нечә мүһүм хассәлә- 
рини тэ’риф дейә гәбул эдиб, галан хассәләрини исбат этмә- 
лийик. Башга сөзлә расионал әдәдләр нәзәриййәсини гурма- 


лыйыг. 
Биз юхарыда, верилмиш ваһиди бәрабәр һиссәйә бөлүб 


онун 2 һиссәсини өлчү ваһиди дейэ гәбул этдик. Экэр өлчэ- 


У һ 
чәйимиз кәмиййәтдә бу ваһид р дәфә ерләширсә, онда пэмин 


кәмиййәтин өлчүсү Р йә бәрабәр олур. Риязи фикир инкиша- 
9 


фынын сонракы ПИЛЛӘСИНДӘ Р символу өзүнүн конкрет мэн- 


шәиндән узаглашыб, бейук мэ на к 
мәзмун алмын вә „элэд“ адландыр 
габаг бу символ эдэллэрин нисбәти ки 


тәгил бир маһиййәтә саһиб олду вә и 


бәти расионал әдәд адландырылды. 
“ адландырылмасы үчүн әсас, 


Ики әдәдин нисбәтинин ,эдэд 
расионал әдәдләр үзэриндэ эдилэн әмәлләрин натурал әдәдләр 
үзэриндэ эдилән әмәл ганунларына табе олмасыдыр. 

Инди исә расионал әдәдләрин бир нечә мүһүм хассәләрин- 
дэн бәһс эдэк. Бу хассәләрдән бири, расионал әдәдләрин һән- 
дәси тәсвиридир. Бу хассә расионал әдәдләрин һән- 
дәси тәсвири онларын дахили мапиййэтини, тәнзим гайдасыны 
ашкара чыхартмаг үчүн әсас васитәлир. 


әсб эдәрәк, даһа кениш 
члмышдыр. Һәр шейдән 
ми гәбул эдиләрәк, мүс- 
ки натурал әдәдин нис- 
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нь адин. 


лара ААРА Ре, р. 


Юхарыда (4-чү шэкил) һәр бир расионал эдэди дүз хәттин 
мүэййэн нөгтэлэри илә тәсвир этмэк мүмкүн олдуғуну кестэр- 
дик. Она көрә дэ көтүрүлэн дүз хәттә 2020 оху вэ эдэд оху- 
нун гейд этдийимиз негтэлэринэ расионал нөгтәләр дейилир 
(биз расионал эдэдлэ, расионал нөгтәни эйни мә’нада ишлэ- 
дэчэйик). Натурал әдәдләр бәһсиндә ики а вә р натурал әдәд- 
ләриндән бирисинин диҝәриндән бөйүклүк вэ кичиклик анлайы- 
шындан бәһс этдик. Бу мүгайисәни әдәд оху үзәриндә даһа 
эяни көрә биләрик. Мәсәлән, 20<0 олмасы, әдәд оху үзэриндэ 
а нөгтәсинин (йэ’ни а натурал әдәдинә уйғун негтэнин) б нөг- 
тәсиндән солда ерлэшдийини кестэрир. Бу һәндәси тэсьир, их- 
тияри ики расионал әдәдин мүгайисәси үчүн әсас көтүрүлә би- 
ләр. Расионал нөгтәләрин бу гайда илә тә’йин олунан дүзүлү- 
шүнү сахламаг шэртилэ онларын ҹәми, фәрги, һасили, нисбәти 
арасында бәрабәрсизликләри тә’йин этмәлийик. Бунун үчүн 
белә бир тә’риф гәбул эдирик. 

Әҝәр 0-а фәрги мүсбәтдирсә, онда дейирик ки, ё расио- 
нал әдәди а расионал әдәдиндән бөйүкдүр. Она көрә дә аилә 
б нөгтәләри арасындакы расионал нөгтәләр а-дан бөйүк вэ й- 
дэн кичик олан негтэлэрдир. а, № вә бунлар арасындакы бүтүн 
нөгтәләрә бирликдә сегмент вә я парча дейилир вә [а, 6] 
кими ишарә эдилир. Ихтияри а нөгтәси илә О (башланғыҹ) 
нөгтәси арасындакы мәсафә мүсбэт әдәд һесаб эдилэрэк буна 
а-нын мүтләг гиймәти дейилир вә |а| илә ишарә олунур. а 
әдәдинин мүтлэг гиймәти белә тэ’йин эдилир: әҝәр а>0 исә 
онда |2] = а; әҝәр а<0 исә, онда |а|==—@ демәкдир. 

Айдындыр ки, әҝәр а вә 6 әдәдләринин һәр икиси мәнфи 
дейилсә, йэ’ни а20, 6>0 исә, онда 240220 вә (2--0|--- 
+0=]|21410| олар. Әҝәр а<0, 8-0 исә онда а--0-10 олар. Белә 
олдугда |4- 0|--4а--0)-41--а)--(-0)-4а|1--| алынар. Демәли, 
а вә б эйни ишарәлидирсә, онда һәмишә 


Іа 6] |а]--101 
олар. 


Әҝәравә 9 мүхтәлиф ишарэлидирсэ, айдындыр ки, (2--0|« 
<|а -+|6| олар. Мәсәлән, а=--2, 2Р=—5 оларса, 


4--0-22-35---3 


олар. Диҝәр тәрәфдән |а|=2, |6|=—(—5)=5 
олдуғундан 
01+ 10|=245=7 


олар. Демәли, бу һалда 
|а 0]==3<7=|а|-++10 
яздығымыз бәрабәрсизлик доғр‹ дур. Айдындыр ки, 
12|:41(а--2)-4-(4-21«4-021414-01| 


|а|— || <<|а— 5]. 


демәли, 
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а-ны Ё илә Әвәз этсэк, 
|81--181-419--а|-4-414--290)| 
бурадан 
81-41 | «(4-0 
алывдыгы айдындыр. 

Бейук әһәмиййәти олан белә бир суал мейдана чыхыр: 
эдэд оху узэриндэ ерлэшэн расионал эдэдлэр бутун эдэд оху- 
ну долдурурму? Бу суала бүтүн тэфэрруаты илә магаб вермәз- 
дэн эввэл гейд эдэк ки, расионал эдэдлэр, эдэдоху үзэриндэ 
һәр ердэ сыхдыр. 

Расионал әдәдләрин эдэд оху узэриндэ һәр ердә сых олма- 
сы адланан бу хассәсини белә дүшүнмэлийик: әдәд охунун 
истәнилән ериндэ нә гәдәр кичик бир парча ҝөтүрсәк белә, 
һәмин парчада һөкмән расионал әдәд вардыр. Тутаг ки, эдэд 
охунун истәнилән ериндэ (0, 6] парчасы верилмишдир. Бурада 
а вә Ё расионал эдэд вэ 92а-дыр. 

Исбат эдэк ки, һәмин парчада да Пекмэн расионал әдәд 
вардыр. 

Гейд эдәк ки, ики расионал әдәдин ҹәми, фәрги, һасили вә 
нисбәтинин дә расионал әдәд олдуғуну йохламаг чәтин де- 
йилдир. Доғр} дан да тутаг ки, а вә Ё ихтияри ики расионал 


әдәддир. Онда а=Рі, р = Р2 шәклиндә көстэрэ биләрик. 
Ч: @2 
Белә олдугда тутаг ки, 4; вә 4: натурал әдәдләринин эн ки- 
чик ортаг бөлүнэни 4-дур: (41, 42) = 9, бундан башга = 
1 
1 —ш,-дүр. Онда 
1: 
44: ТО 1 3. Р14з + Р. 
Ч: 4: Ч 
д-р = Ё\..Ёз „РЁ. 
Ч; Ч: 9:92 


йы э, рә Р: 92 _2Р1"4. 


9: 4: 9: Рэ 419Р: 


Бурада р,9 + Рф, Р.Р», 9192, Ріг Ча Там әдәдләр олду- 
Рунд-н а+6, а-6, а:В расионал әдәдләрдир. Бу тэклифин исба- 
тындан сонра һәр бир [а, 8] парчасында да расионал эдэд ол- 


расио- 


а 
дутуну исбат этмэк чэтин дейилдир. Мәсәлән, 
нал әдәдинин ихтияри [а, Ё] парчасында олдуғуну исбат этмәк 


р 
Олар. Буну исбат этмәк үчүн 217 -а»0, 6— шааж > олдуғу- 


ну исбат этмэк кифайэтдир. 
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а- 
| а = ——>0, 
Доғрудан да, —=— — @ 2 2 
"ЯВ, ӨӨР... гэсс „ОА, 
2 2 2 
Демәли, 210. расионал әдәди (4, Б] парчасынын тэн Орта. 


сындадыр. Бурадан белә бир нәтиҹә чыхыр: ихтияри ики ра. 
сионал әдәдин арасында ени бир расионал әдәд вардыр, 
йэ’ни расионал әдәдләр әдәд оху үзәриндә һәр ердә сыхдыр, 
Дейилэнлэри екунлашдырсаг, расионал әдәдләрин ашағыдакы 
хассәләрә малик олдугларыны һөкүм эдэ биләрик. 

Расионал әдәдләрин хассәләриндән үчүнҹүсү онларын тән- 
зим эдилмәсидир. Ики расионал әдәдин бәрабәрлийи онларын 
әдәд Оху үзэриндэ эйни бир нөгтэдэ ерләшмәси илә тэ’йин 


эдилир. Мәсәлән, ке ке е расионал әдәдләри, 
эдэд охунда [0,1] парчасынын, эйни бир там орта негтэсидир. 
Расионал әдәдләрин бэрабэрлийини дә „=“ ишарәси илә көс- 
тәрәҹәйик. Диҝәр тәрәфдән расионал әдәдләрин һәндәси тәс- 
виринә әсасланыб, ики расионал әдәд бейук (>) вә я кичик 
(<) ишарәси язмаг олар. Бу гайда илә расионал әдәдләр тән- 
зим эдилир. Дейилэнлэри екунлашдырараг расионал әдәдләр 
ашағыдакы хассәләрә көрә тәнзим эдилир. 1. Ихтияри ики а, 
р расионал әдәдләри а=, ад, Ба мүнасибэтлэриндэн ял- 
ныз бисисини тә мин эдир. 

2. а>6, Вс мүнасибэтлэриндэн а>с мүнасибэти алыныр 
(бу хассә кэмиййэтлэрин бэрабэрсизлийинин транзитивлик хас- 
сәси адланыр). 

3. Әҝәр а>6 оларса, онда элә бир с расионал әдәди. вар- 
дыр ки, 

а>с вә ср 
олур (бу хассә исә расиовал әдәдләрин әдәд оху үзәриндә 
сых олмасы хассәсидир). 

„Кичик“ анлайышы „бейук“ анлайышындан төрәйир. Доғру- 
дан да ялзыз ба оларса а расионал әдәди Ё-дән кичикдир 
{а<) лейә биләрик. Бу һалда а<№һ вэ ф<с исә а<с олар, чүн 
ки бу тәклиф с>Ь вә Ь>а олмасы илә эквивалентдир. Она 
керэ дә с>а олур, Бу исә а<с олмасы демәкдир. 


2. Расионал эдэдлэр үзәриндә апарылан топлама вэ 
чыхма әмәлләринин хассәләри 


Расионал әдәдләри топлама вэ чыхма әмәлләринин хассәлә” 
риндән бир нечэсини әсас гәбул эдэк, Бу хассәләр ашагыдакы 


лардыр: 
са яа р = 6 4 а. 
«64 


о 


Топлама эмэлиндэ буна ердэйишмэ хассэси дейилир. 
2. (а В) +с=а-+ (6 - с). 
Бу хассәйә ассосиативлик (груплашдырма) хассәси дейилир. 
3. а-0=а 


4. Һәр бир расионал а әдәдинә көрә элә (—а) расионал эдэ- 


ДИ вардыр КИ, 
а -|- (—а) =0 


олур: 
Бу хассәләрә әсасланараг көстэрэк ки, расионал әдәдләр 


үзәриндә эдилән топлама әмәлинин тәрси олараг чыхма әмәли 
еканә гайда илә тэ’йин эдилә биләр. | 

а илә 0 эдэдлэринин фэргини тапмаг башга сөзлә элә бир с 
әдәдини тапмагдан ибарәтдир ки, бу әдәди б-нин үзәринә кәл- 
дикдә а алынсын, йэ’ни 

Б--с--а 
олсун. 
Мәсәлән, тутаг ки, с =а-- (— 0). Онда 
Б--с-05--|4--(-0)| =в-+а-(—65) = 
—=а-+ [6+ (—8)] =а-+0= 

олар. 
Демэк кетурдуйумуз с=а+ (— Б) әдәди а илә б-нин фэр- 
гиндэн ибарэтдир. Белэ бир тэбии суал мейдана чыхыр: бэлкэ 
тэсадуфэн сечдийимиз с=а + ( —6) әдәдиндән башга а илә 
Б расионал әдәдләринин фэргиндэн ибарәт олан бир расионал 
әдәд дә вардыр? Тутаг ки, бу расионал әдәдләриндән ихтияри 
бириси 4-дир. 

Онда 

Б +4- а = а олмалыдыр. 
Бу бәрабәрлийин һәр тәрәфинә (— Ё) әдәдини әлавә этсэк 
(64) (6) =а+(— 0) 
аларыг. Бурадан 
(6-4) +(— 6) =4+ 12+ (— 01=4+0=4 

олдуғундан, Я=а + (— 6) 
олмалыдыр, йә’ни а илә В-нин фәрги олан с биргиймэтли тә’ - 
йин эдилир. Бу фәрги а — Ё илә ишарә эдирләр. Фәргин бу 
гайда илә тэ’йин эдилмэсиндэн бир сыра хассәләр әлдә эдилир: 
3-чү хассэдэн айдындыр ки, 0--4--4 олур, бу исә 0 =а —– а 
Олмасы демәкдир. 

Демәк, 3-чү хассәни тэ’мии эдэн сыфырдан башга бир әдәд 
йохдур. Бурадан эйни заманда эдэд ОХУ үзәриндә 0-а көрэ 


верилмиш эдэдилэ еҝанә симметрик әдәдин олмасы факты 
мейдана чыхыр. | 


525--5 65 


Доғрудан да ики әдәдин фәрги еканэ тә’Йин олундуғундањ 
3-чү хассәйә әсасән — а=0— а әдәди биргиймәтли тә’йим 
эдилир. 

Эләҹә дә (--а)--4--0 олдуғундан а = — ( — а)-дыр. Де- 
мәли а илә (— а) әдәди гаршылыглы симметрикдир. 


‚Инди исә 
аа 0) = й) (0) 

олдуғуну исбат эдәк. 

(4+ 5) + (—а) + (—5)] =а+ [6+ 0(— а) + (— 2)] = 

=а+ [6 (—5)+(—а)| =а+ [0+ (— а)]= 
=а+ [(—а) +0] =а+(—а)=0 

олдуғундан | 
| —Да 2) =(—а) + 0р) 
олмалыдыр. | 
Инди исә а > Ё, а — Ё > 0 олмасы фактындак—а < — 6 чых- 


дығыны исбат эдә биләрик: 
а-б-аг(-5)-(-5)-а-(-9)-1-(-а)- 
В) (а) 
Бурадан (— 2) — (— а) >0 олдуғу айдындыр. Белә олдугда 
(— 6) > (— а) вә я (—а)<(— Ё) олаҹагдыр. Хүсуси һалда 
а>0 олмасы фактындан—а<0 олдуғу билаваситә айдын олур. 
Инди исә а>6, с;>@ бәрабәрсизликләриндән истифадә эдиб 
а--С2-5--4 олдуғуну кестэрмэк олар. Доғрудан да а:»»б-дэн 
а с> В +4- с олдуғу айдындыр. я олдуғуна көрә исә 
с--4:-4--9 бәрабәрсизлийи әлдә эдилир. Бәрабәрсизликләрин 
транзитивлик ганунуна көрэа--с2-4--9 олмалыдыр. Бу исә эйни. 
адлы бэрабэрсизликлэри (йэ’ни я > вә я < олан ики бәра- 
бәрсизлийи) тәрәф-тәрәфә топлама гайдасыны ифадә эдир. 


3. Расионал эдэдлэр узэриндэ эдилән бөлмә вэ вурма 
эмэллэринин хассэлэри 


Юхарыда расионал эдэдлэр үзэриндэ эдилэн вурма вэ бөл- 
мә әмәлләринә аид ашағыдакы хассәләрин олдувувну муэййэн 
этдик. Ики расионал а, д эдэдлэринэ көрә бу әдәдләрин һасили 
адланан үчүнчү бир расионал эдэд (20:2) һәмишә мөвчуддур 
вә ашағыдакы ха‹сәләрә маликдир: 

1. а: = Б.а (вурмавын ерд=йишмэ хасс 

2. (аб)с = а(8с) (вурманын груплашдырма вэ я ассосиатив- 
лик хассэси). 

3. а-1= а (бүтүн расионал әдәдләрә көрә 1-ин хассәси). 

4. Сыфырдан фәргли олан һәр бир расионал а әдәдинә көрә 


элә — әдәди (а-нын тәрси адланан әдәд) вардыр ки, а.— = 1 

уу» а 
олур. Вурманын тэрси олан бөлмэ эмэли вурма эмэлирин Хас- 
46 | 


сэлэри әсасында тә'йин эдилир. а вә В эдэдлэринин гисмәти 
(ф==0) с-Ё--а вэ я 1-чи хассәйә көрә 2.с=а, мунасибэтини 
өдәйән с әдәдинә дейилир. 


Бурада һәр шейдэн габаг ики ихтияри @ илә 5 (6 = 0) әдәд- 


ларинин гисмэти адланан учунчу с эдэдинин варлыгы вэ ека- 
нэлийн кими мэсэлэлэр мейдана чыхыр. 


1 
с== а: — әдәдини кетурэк. Онда 


сз= (а. >) б = а ЇГ нэ = а. 
р р 


1 | 

Демәли, сечдийимиз с=а+- эдэди а илэ 0 эдэдлэринин 

гисмэтидир. 
1 

Белэ бир суал ортая чыхыр: бэлкэ айл эдэдиндэн башга 


а илә Б-нин гисмәти адланан дикәр бир 4 әдәди дэ мевчуд- 
дуо? Тутаг ки, а илә Б-нин гисмәти ихтияри 4-дир. Онда 


4.6 — а олмалыдыр. Бу бәрабәрлийин һәр ики тэрэфини — 


эдэдинэ вурсаг, 


1 1 
4-5)----4--- 
аларыг. Сол тәрәфи айрыча көтүрсәк, 2,8, 4-ҹү хассәләрә көрэ 


(4:0) 424 4. (6-2) 44 —4. 
р р 


1 | 
Бу гайда илэ, Шинийг олдуғуну исбат этмиш оларыг. 
Демәли, ан әдәди а илә Ө-вин (9--0) еканэ гисмэтидир. 


Ики расионал әдәдин гисмэтинин биргиймәтлилийиндән, 3-чү 
хассәни өдәйән 1-ин еканә олдуғу айдын олур. 

Эләҹә дә бурадан һәр бир әдәдин (сыфыр мүстәсна олмагла) 
бир дәнә тәрс әдәди олдуғу билаваситә айдын олур, чүнки 1 


| 1 
илә а-нын биргиймәтли гисмәти 0: — == — '— — 1 шәртиндән 
а ` 
тэ йин эдилир. 
1 
Бурадан эйни. заманда а илә —-нын гаршылыглы тэрс 
а 


олдуглары да айдындыр. 
А 8, эз Ь)-с = а.с 6. (пайлама вә я диструбутивлик хас- 
эси). Биз юхарыда ($ 1.дэ) вурма.илэ топдама әмәлләринин 
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пайлама хассэсини дэ тэ’йин этмишдик. Инди (эләчә дэ ӘВВӘЛ. 
дә) бу хассэдэн : 


(а—6).:с=а-с— Бс 
олдуғуну кермэк чэтин дейилдир. 
Доғрудан да, 5-ҹи хассәйә көрә 


(а — 6) .с 6-с= [(а— 5) + Ь|-с= {а [(— Б) +}. = 
== [а +0|-с= а.с 


алырыг. Демәли, (а—6)-с әдәди а-с илә Ё.с әдәдләринин фәр- 
гиндән ибарәтдир, йә'ни (а — 0б):с=а:с — Б.с олмалыдыр. 

Бу хассәдән истифадә эдәрәк расионал әдәдин сыфра вә 
сыфрын расионал әдәдә һасилинин сыфра бәрабәр (6-0=0-5 =0) 
олдуғуну да исбат эдэ биләрик. Доғрудан да 5-ҹи хассэйз 


көрә | 

(2 4- 0)- р = а: р + 0-2 
олмалыдыр. 
Диҝәр тәрәфдән (4--0)-0--а-4 олдуғундан, а-А=а.Ь +0.Ь 
олмалыдыр, йэ’ни 0-р = а: Б —а- 2—0 олмалыдыр. Диҝәр тәрәф- 
дән 1-ҹи хассәйә көрә 8-0--0-2--0 олур. Тәрсинә, әҝәр 


а-5==0 вә Б=-0 исә онда а=0 олмалыдыр, чүнки ут олду- 


гунлан вә элэчэ дә 0-2 (чүнки 0-2--40) олдуғундан гис- 


мәтин биргиймәтлилийинә көрә а=0 олмалыдыр. 


Инди исә расионал әдәдләрин бәрабәрсизликләринин бир 
нечә хассәсини ашкар эдэ биләрик. 


6. Әҝәр а> вә с>0 исә, онда а:с>рЬ:с олмалыдыр (бу хас- 


сәни билаваситә әдәд оху үзәриндә, һәндәси үсулла йохламаг 
олар). | 


и Экэр а>0 вэ Бһъ0 исә, а.р>0 Олдуғу билаваситә көрүнүр. 
НДИ 


(—а).6 = —(а-5) 
олдуғуну исбат эдэк. Догрудан да 5-чи хассэйэ көрэ 
а-0-(-а):0:414--(--а)5--0-0-40, 

Демәли, (—@).6 =0— (2.6) = — (аб) олмалыдыр. 

Инди исә а<0 вә Р: :>0 олдугда а-6<0 олдуғуну исбат 
эдәк. Ашкардыр ки, 

а= — [0], 8--18| 

олаҹагдыр. Бурадан индиҹә исбат Этдийимиз хассэйэ көрә 


а-Б-- ян р сан шиш | 
алырыг. (= м (14-121) <0. 


Әҝәр а20 вэ 86-20 ола 


рса, енә дэ аё-20 олар, чүнки 48:10» 
В=—|6| шэртиндэн истиф _ р, чү 


адӘ эдиб, эйни гайда илә 
4-0--8-а--(-418|а|) = — (121101) 0 
алмаг олар, 
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Әҝәр а<0, ф<0 олдугда а.6>0 олар. Догру дан да а==- а 
В== —|0| олдугундан 


а,б = ( — |а|): (161) = — [|а|.( — |0) -11--1 1) (141 = 
== — | — (|0) :14|)| = 8 |»0 | 
алыныр. 


Биз бурада расионал әдәдләрин 1--0 хассәләринә әсасла - 
нараг бир чох ени вә әввәлләрдә гәбул этдийимиз әсас хассә- 
ләри мәнтиги сурәтдә алдыг. 

Бунлардан: а= — (— а); а>0 олдугда —а<0 олмасы; 
фәргин, гисмәтин, 1-ин, 0-ын биргиймәтлилийи (— а): 6 = 
= — (а:Б) олмасы вә ән нәһайәт вурмада ишарә гайдасынын 
чыхарылышыдыр, йә’ни: а илә 9 мүхтәлиф ишарәли олдугда 
а-Б һасилинин мәнфи, эйни ишарәли олдугда исә аф-нин мус- 
бәт олмасыдыр. 


5 5. ОНЛУГ КЭСРЛЭРИН МӘНШӘИ ВӘ ТЭШЭККҮЛҮ 


“Натурал эдэдлэрин язылышында вэ дейилишиндә онлуг сай 
системинин бейук әһәмиййәти олдугу кими, кәсрләрин дә мэх- 
рәҹләри он вә онун гүввәтиндән ибарәт олан кәсрләр васитә- 
силә көстәрилмәсинин чох әһәмиййәти вардыр. 

Онлуг сай системиндә натурал әдәдләрин язылыш вә дейи- 
лишиндэ газанылан зәнҝин тәҹрүбәдән сонра кэсрлэрин, мәх- 
рәҹләри он вә онун гүввәтләриндән ибарәт олан кәсрләрлә 
(белә кәсрләрә онлуг кәср дейилир) ифадә эдилә билмәси, 
риязи фикрин гаршысында билаваситә чох гәдим заманлардан 
дурмушса да, мәхрәҹләри 60 вә 60-ын гүввэтлэриндэн ибарәт 
олан кәсрләр (алтмышлыг кәсрләр), онлуг кәсрләрдән даһа 
әввәл ишләдилмишдир. Бунун сәбәбини гисмән юхарыда изаһ 
этдик. Әлдә олан мәлумата көрә Яхын Шәрг вә Орта Асия 
алимләри, ХЇУ--ХУ әсрләрдә астрономия саһәсиндә апарылан 
һесабламаларда онлуг кәсрләр ишләтмишләр. 

Сәмәргәнд рәсәдханасынын рәиси Эл Каши (Эл Кашани)! 
кәср әдәдләрин ени шәклини, йә’ни онлуг кэсрлэри кэшф эт- 


Гиясэддия Чэмшид Каши (Чэмшид ибн Мэс’уд ибн Мәһмуд) ХУ әсрин 
риязийятчысы вэ астроному олмуш вэ Улуғ-бәйин „Улдуз каталогунун“ языл - 
масында иштирак этмишдир, Эһтимал әдилдийинә көрә 1436-ҹы илдә {вәфат 
этмишлир. Гиясәддинин эн бөйүк вә элми ҹәһәтдән ән диггэтэшаян ишлэ- 
риндэн бири т--эдэдинин ЧОХ ДӘГИГ гиймэтини тапмасыдыр: 

п=3,14159.... 


Ашағыдакы формулу да Гиясэддин Кашани вермишдир: 
У (т 4 50 | Ул. 


п һаггында әтрафлы мәлумат алмаг истәйәнләр академик 3, И. Хэлилд- 
вун „Даирәнин квадратурасы" адлы китабына баха биләр. 
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мишдир. Онун бу вә башга саһәдә тәдгигаты „Һесабын ачары« 
адланан! китабында топланмышдыр. 

Эл Кашидэн 150 ил сонра, Авропада Стевин? онл 
мүнтэзэм шэкилдэ ишлэтмишдир. 

Стевин һесаб эмэллэрини онлуг кэсрлэрэ тэтбиг ЭТМИШДИр, 
Онлуг кэсрин ишарэлэндирилмэси мүхтэлиф мәрһәләләр кеч. 
мишдир. Стевин бизим инди ишлэтдийимиз веркүл ӘВӘЗИНДӘ 
даирәҹик ишләдир вә һәр онлуг ишарәсинин янында даирә 
чәкәрәк онун иҹәрисиндә һәмин ерин нөмрэсини язырды. 

Сонралар онлуг кәсрдә, тамы онлуг һиссәдән айырмаг үчүң 
тамын үстүндэ „О“ ишарәси гоюлмуш, даһа сонра Онлуг һис- 
сәләри айырмаг учун тире ишарэси ишлэдилмишдир. 

ХМ--ХҮ1 әсрләрдә белә онлуг кэсрлэри мүхтәлиф шэкил- 
дэ ишлэлирдилэр. 

Тамы онлуг һиссәләрдән айырмаг үчүн веркүл ишарәсини 
илк дәфә Исвечрэли Бюрки (1552—1632), алман астроному Кеп- 
лерә (1571—1630) яздығы мәктубунда ишләтмишдир. О, вер- 
күлдән сонра кэлэн онлуг ишарәләринин янында, даирә чэкэ- 
рәк онун ичәрисиндә һәмин ерин нөмрэсини язмышдыр. 

Онлуг һиссәләрини тамдан айыран вә һазырда ишләтдийимиз 
веркүл ишарәси Кеплерин гәбул эдиб ишләтдийи мүкәммәл 
ишарәдир. | 

Разырда вә кечмишдә Болгарыстанда вэ бэ’зи гәрб өлкәлә- 
риндә тамла онлуг һиссәләрини бунларын арасында, ортада 
язь лан нөгтә илә айырырлар. Белә ишарэнин элверишли олма- 
масы айдындыр. 


Инди исә онлуг кәсрләр нәзәриййәсиндән бәһс эдәк. 


УГ кәсри 


Онлуг кәсрләр нәзәриййәси 


Тамын 10, 100, 1000, ..., 100000 _ 
п сыфыр 

дәдләрин тапылмасында, истәрсә 

әтинин өйрәнилмәсиндә мүстәсна 


әдәдләринә бөлүн- 


мәси истәр ени тәбиәтли ә 
билдийимиз әдәдләрин тәби 
әһәмиййәтә маликдир. 


Тутаг ки, мүәййән АВ парчасыны (буну а илә ишарә эдәк) 
ваһид парча адландырдығымыз ав парчасы илә (бу парчаны 1 
илә көстэрэк) өлчмәк тәләб Олунур (5-ҹи шәкил). 


! Профессор В. А. Розенфелд тәрәфиндән Эл Кашинин һәмин китабы- 
нын рус дилинә эдилән тәрҹүмәси Москвада Техники-Нэзэри Дөвлэт нэш- 
рийятында чап эдилмишлир. Бу тэрчүмэнин ахырында китабын әрәбҹә- 
әл язысынын фото сурәтләри вә рус дилинэ тәрчүмәйә верилән коммента- 
риләр чап эдилмишдир. Китабын бир гисми 1427-чи илдә, о бири гисми тэх- 
минэн бир аз габаг язылмышлыр. 


2 Симон Стевин (1548—1620) Фламанд мүһәндиси вэ алимидир. 
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Тутаг ки, ваһид парча АВ парчасында р дәфә там ерлэшир 
вэ әлавә С,В артыг галыр (С„В-йә биринчи галыг ады верэ- 
чәйик). Айдындыр ки, СВ парчасы ав-дән гысадыр. Бурада 
р әдәди АВ-нин тәгриби узунлуғу көтүрүләрсә СВ узунлуғу 


5-ҹи шэкил 


гәдәр хәта этмиш оларыг. Даһа дәгиг өлчмәк үчүн ваһид пар 


1 
чаны 10 бәрабәр һиссәйә бөләрәк онун бир һиссәси (6) илэ 


1 
С,В парчасыны өлчэк. Тутаг ки, ваһид парчанын о-и С,В-дэ 
р, дәфә там ерләшир вэ .С,8 парчасы артыг галыр (икинҹи 
галыг). 
Демәли, АВ парчасынын тәгриби узунлуғу 
„Л. 
Рт 10 
олачагдыр. 
Шәклин өзүндэн айдындыр ки, АВ парчавынын индичэ тэ’- 
йин этдийимиз узунлуғу (бу узунлуг АС!-ин узунлуғуна бэра- 


бэрдир), әввәлҹә тэ’йин этдийимиз узунлуғундан (АС,-ын узун- 
луғундан) даһа дәгигдир (чүнки АС, < АС, < АВ). Әҝәр 


10`^ЭР С,В-дэ р, там дәфә ерлэшсэйди вэ‘галыг алынмасайды 
онла АВ парчасынын узунлугу дэгиг тэ’йин эдилэрэк 


Рі 
а ат: 


оларды. Бу әдәди р, р, кими язмағы шәртләшәк (охуянда 
дейирик: р там, онда р,). 


1 
Айдындыр ки р, < 9, чүнки әҝәр р; = 10 дәнә 10 Зайид- 
дән ибарәт олсайды, онда ав ваһид парчасы С,В-дә бир там 


дәфә ерләшәрди вә белә олдугда АВ-нин дәгиг узунл 
«оларды. у дәгиг узунлуғу р + 1 
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Инди С,В парчасынын галыг алындығы һалыны нэзэрдэн 
кечирэк. АВ парчасыны даһа Дәгиг елчмэк учун С.В парчасы 
100 һиссәләрини айыраг. Ту. 
С,В-дэ р, дәфә ерлэшир. 


үзэриндэ ав вайид парчасынын 
таг ки, бу һиссә 


1 
Ёнә дэ ики Һал ола биләр. Биринчи дэфэ 100 ваһид пар. 


часы С,8-дэ там дәфә ерлэшэр, икинҹи һалда исә р: 
там ерлэшэр вэ элавэ С,В парчас 
алынар. 


дәфә 
ы гәдәр галыг (үчүнчү галыг) 


Биринҹи һалда АВ парчасынын дәгиг узунлуғу 


Рі. Р: 
Р 0+ 106 
эдәдинә бәрабәр олаҹагдыр, 


Икинчи һалда исә бу эдэд АВ-нин 
ифадэ эдэчэкдир. Бу сонунчу эдэди 


Р, Р, Р: 
шэклиндэ ишарә эдэк (бу р там йүздә р; р, дейә охунур), 
Бу әдәд АВ Парчасынын икинҹи, даһа дәгиг Узунлугуну ифадә 
эдир. Айдындыр ки, 

р. 9 
олачагдыр, чүнки р» = 10 олса ИДИ, 
1 


Узунлуғуну тәгрибән 


онда С,В-дә 10 дәфә 


100 Ваһид ерләшәрди, йә'ни бир 10 Завид ерлэшэрдн, 


Белэ олса иди АВ парчасынын дэ 


Р, Ру + 1 


гиг узунлуғу 
ваһид оларды. 


Инди тутаг ки, ваһид парчанын 


1 
100-й С:8-дә р, дәфә ерлә- 
шир вә С,В галығы алыныр. Белә 


Олдугда 6 парчасыны 1000 
бәрабәр һиссәләрә бөлүб, ваһид парчанын 1000 һиссәсини С,В 
үзэриндэ айырмаг лазымдыр. 


Тутаг ки, бу парча С.В-дэ р; дәфә ерлэшир. Әҝәр һәмин 
өлчмэ нәтиҹәсиндә галыг алынмазса, онда АВ парчасынын дэ- 
гиг өлчүсүнү 


әдәди васитәсилә ифадә этмэк олар, 


р, р; р» Р, 


Бу эдэдн 
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шэклиндэ язмагы шэртлэшэк (р там миндэр,р, р. дейэ оху- 
нур): Экэр бу ахырынҹы өлчмә нәтиҹәсиндә енә дә галыг 
алынарса, өлчү ваһидини даһа кичик (он миндә бир, йүз мин- 
дә бир ВӘ и. а.) һиссәләрә бөлүб галығы һәмин кичик һиссә 
илә елчэ биләрик. 

Беләликлә, өлчүнүн дэгиглийини һүдудсуз артырмаг олар. 


Ваһидин тоа һиссәси васитәсилә алынан Сһ-1В галығыны (7-чи 


галығы) не енә дә ики һала тәсадүф эдәҹәйик. Биринҹи 


һал ваһидин зба һиссәси, алынан С.1В галығында там ерлэш- 


дийи һалдыр ки, бу һалда АВ-нин узунлуғу алынан р, р; 
ро... Ра Онлуг кэсри илә ифадә эдиләҹәкдир. Икинҹи һалда 
исә С.В галығы алына биләр. Бу Вал әҝәр л-ин артмасы илә 
давам эдэрсэ, онда АВ парчасынын узунлуғуну онлуг һиссәлә- 
ринин сайы сонлу олан һеч бир онлуг кәсрдә ифадә этмэк 
мүмкүн олмур. Белә олдугда онлуг кәсрә сонсуз` онлуг кәср 
дейилир вә 
| шан ү. Эв Ра. 
р 101081 10°" 
вэ Я 
р, Р: Р>--- Ра --- | 


шэклиндэ язылыр. Әҝәр бу просес л-ин бир гиймэтиндэ дая- 


нар вэ вапид парчанын тС һиссәси сонунҹу галыгда там дәфә 


ерләшәрсә, онда АВ парчасынын узунлуғу сонлу 


Р. Ра +... + Ё 
Р+ 07 107 10" 
Вэ я 
р, Ру Рз +. Ра 


онлуг кэсри илэ ифадэ эдилэчэкдир. 
Өлчү просесиндэ һәр ики Бала тәсадүф эдилир. Мәсәлән, 


тутаг ки, парчанын узунлуғу 52 ваһидә бәрабәрдир. Онда 


А: 
4 100 
олаҹагдыр, йә’ни парчанын узунлуғу Сонлу 
‚59 5,75 
4 
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онлуг кәсрилә ифадә эдилэчэклир, Парчанын узунлугу 2: м. 

һид олдугда исә өлчүнүн нәтичәси { 
098... 9 ева 

сонсуз онлуг кәсрдән ибарәт олаҹагдыр, Дотрудан да, әҝәр 

э-н ифадә эдэн сонлу онлуг кәсрдирсә, онда узунлуту - 


) 
1 Ж. 
олан галыгда ваһидин 107 һиссәси сонлу дәфә ерләшәрди, 


йэ ни л-ин мүәййән гиймәтиндә элә бир б әдәди олмалылыр 


ки, А 
р 
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олсун, йә’ни. 10" = 30 олмалыдыр. Бу исә мүмкүн дейилдир, 
чүнки һеч бир и учун 3 әдәди 10"-ин бөләни дейилдир. Демә- 


ли, узунлуғу 23 ваһид олан парчанын узунлугу сонлу онлуг 


Оо | - 


кэсрлэ ифадэ эдилэ билмэз. 

Инди мүһакимәмизин әввәлинә гайыдаг. Верилмиш АВ пар- 
часыны өлчү ваһиди адландырдыгымыз парча васитәсилә елч- 
дүкдэ, өлчү просеси нәтиҹәсиндә бойлары кет-кедэ качилэн 
С,В, С,В, ..., С.В, ... галыг парчалар алынырды. Белә ки, 
п артдыгҹа бу парчаларын сол уҹлары олан С, нөгтәләри саға 
доғру ирэлилэйирди. Она көрә дә АС. парчасы л-ин мүәййән 
гиймәтиндән сонра я АВ илә үст-үстэ дүшмэли вә я кафи гә- 
дэр АВ-йэ яхын олмалыдыр. 

Бурадан зеһни олса да, белә нәтиҹә чыхартмаг олар ки, 
верилмиш парчаны, верилмиш ваһид парча васитәсилә елчмэк 
үчүн өлчү просесини бә'зи һалларда гейри-мәһдуд давам эт- 
дирмәк лазым ҝәлир, Бунун да нәтиҹәсиндә лп сонсуз олараг 
артдыгҹа парчанын узунлуғу, онун ардыҹыл тәгриби гиймәт” 
лэринин яхынлашдыгы узунлуг ,дей? тэ! риф эдилир. Она көрә 
сонсуз онлуг кэсрлэринин өйрэнилмасинин мустэсна әһәмиййә- 
ти вардыр. 

Расионал эдэдлэри ифадэ эдэн ондуг касрлэрэ көрэ онлары 
ики гисмә айырмаг мүмкүндүр, Биринҹи гисмэ сонлу онлу! 
ҝәсрләрлә ифадә эдилэн расионал әдәдләри, икинҹи гисмә ис? 
сонсуз онлуг кэсрлэрлэ ифадә эдилән расионал әдәдләри анд 
этмәк олар, 


Мәсәлән, 


3 7 
- нв 0,15, = == |, „А. 
4 0,7 5 1,4 вә и. а 


расионал эдэдлэри биринчи гисмэ аиддир. 
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Үмумиййэтлэ десэк, бүтүн сонлу онлуг кэсрлэр расионал 
әдәдләрдир, йә'ни һәр бир сонлу онлуг кэср Р шэклинэ кэ- 


тирилэ биләр. Белә ки, бурада 0--107-дир. 
Догрудан да, тутаг ки, 


Ро, рур»... [п 
ихтияри онлуг кәсрдир. Айдындыр ки, 


ГАД Р: Ри 
Ро, р: Р»... ра == 2 4 2. 4-1. — жш 
о Р: 2 РР о 1 т т 10" 
== МУ ро 10-р, 102—2.р, 4-... + Ра 


10" 
шэклинэ ҝәтирилә биләр. Бу һалда 
107. ро -- 10°—1.р; 4- 10%2:р, +... + Ра 
натурал әдәдини р илә ишарә этсәк 


2.8 
ЮР 


Ро, Ру Рә... Ва 


» олдуғуну көрәрик. 
Демэли, һәр бир сонлу онлуг кэср расионал эдэддир. Ла- 
кин, эксинэ, һәр расионал эдэд сонлу онлуг кэсрлэ ифадэ эди- 


лэ билмэз. Мэсэлэн, 3 расионал әдәди 0,333 ... сонсуз онлуг 


кәсри илә ифадә эдилир. Яхуд башга мисаллар көтүрсэк эйни 
һалын тәкрар этдийини көрэрик: 


1 — 0,166666...; 
6 
4, 


г- == 0,142857142857149857...; 
122 _.0,1109090909... 
1100 


Бу сонунҹу мисаллары нәзәрдән кечирдикдә, алыван сонеуз 
онлуг кәсрләрин һамысына аид олан бир ҹәһәт дәрһал ҝәзә 
чарпыр. Бу ҹәһәт һәмин сонсуз онлуг кәсрләрин онлуг иша- 
рәләринин я дәрһал бир вә я бир нечә онлуг ишарәсинин сонсуз 
дәфә, я да бир нечә онлуг ишарәсиндән сонра бир груп онлуг 
ишарәләрин сонсуз дәфә тәкрар этдийиндэн ибарәтдир. 0, 
онлуг кәсринин онлуг ишарәләринин сайы сонсуздур вә бу 
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онлуг ишарэлэрин һамысы 3-үн тәкрарындан ибарәтдир. 0,1666... 
Сонсуз онлуг кәсриндә исә 1 онлуг ишарэсиндэн Сонра кэ. 
лән 6 енә дэ сонсуз дәфә тэкрар эдир. 0,142857142857... Сон- 
суз онлуг кэсриндэ 142857 онлуг ишарэлэри групу сонсуз дэ. 
фә тәкрар эдир. Белә онлуг кәсрләрә дөври онлуг кәсрләр 
дейнлир. 

Бүтүн бу дейилэнлэри үмумилэшдирсэк, сонлу онлуг каср- 
лэ ифадэ эдилмэйэн һәр бир расионал әдәдин дөври онлуг 
кәсрлә ифадә олуна биләчәйини һөкм эдә биләрик. 
Догрудан да, тутаг ки, А эдэди сонлу онлуг кәсрлә ифа- 
дэ олунмаян бир ихтияри расиснал әдәддир. Бу расионал эдэ- 
ди ифадэ эдэн онлуг кэсрин дөври олдуғуну исбат эләк. 

Тутаг ки, 


И Ра Рац л | Йь 
Ро + — + 27108777 | 108: Г” 


4 10 10 


Сонсуз онлуг кәсрлә ифадә эдилибдир. 

Бурада ардыҹыл бөлмэ заманы онлуг системиндә галыгла- 
рын һеч бири сыфыр Олмамалыдыр, чүнки галыглардан бирг- 
си сыфыр олсайды, онлуг кэср сонлу оларды. 

Айдындыр ки, һәмин галыглар 1, (4—1) вэ бу эдэдлэр 
арасындакы там эдэдлэрдэн ибарэт ола билэр. Демэли, арды- 
чыл бөлмэ заманы галыгла 


Белэликлэ, сонлу онлуг кэср шэклиндэ көстэрилмэйэн 
һәр бир расионал эдэд деври онлуг кэср васитэси илә ифа- 
дә эдилир. | 


Бу расионал эдэдлэ 


тэрси дэ доғрудур, йә'ни бүтүн дөври 
онлуг кэсрлэр расион 
бир гэдэр сонра Вэн 


$ 6. ИРРАСИОНАЛ ЭДЭДЛЭР 


Верилмиш бир парчаны ваһид а 
мә просесиндә, верилмиш парчан 
уч нев онлуг кәсрә раст ҝәлдик. 
диҝәри дөври (сонсуз), 
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дланян диҝәр парча илә ыг 

ын узунлугуну ифадэ м 
Бунлардан бириси сөл, 

Үчүнчүсү исә дөври олмаян сонсуз 


луг кәсрдир. Биринчи ики нов он 
лэ вэ һәр бир расионал әдәдин бири ал тни әдәд 
ләрин а аа васитәси илә ифадә олуна билмәсини нсба че. 
вә беләликлә дөври онлуг кәсрләрин тәбиәтини 22 «Афган 
хардыг. Башга сөзлә десәк, дөври онлуг кәсрләр лче ни 
олан әдәдләр синфинә аид олуб, бу синифдән кәнара ҹых дн 
вэ беләли «лә дә ени тәбиәтли әләдләри тапиага, бизә зеі 
олан әдәдләр синфини ҝенишләндирмәйә имкан вермәли. й 


Инди исә дөври олмаян сонсуз онлуг кәсрләрлән бэйс элэк 
Биз бу овлуг кәсрләри „әдәд“ дейә адландыра биләрикми? 
Әҝәр „әдәд“ сөзү алтында анҹаг расионал әдәд баша дүшүрүк- 
сэ, дөври олмаян сонсуз онлуг кэсрлэрэ эдэд дейэ билмэрик, 
чүнки әҝәр дөври олмаян бир сонсуз онлуг кәср (буну 2 илә 
ишарә эдәк) расионал эдэд олсайды, онда һәмин онлуг кэсря 


Е. шэклиндэ ҝөстәрә биләрдик, йә’ни нү 4 оларды. Бу исә 
9 


ола билмәз, чүнки һәр бир расионал әдәдин, о чүмлэлэя 


Р нүн мүэййэн дөври онлуг кэср шэклиндэ көстэрилэ билдийн- 


ни юхарыда исбат этдик. Бурадан, дөври олмаян сонсуз оя- 
луг кәсри „әдәд“ дейә адландырсаг, онда ени тәбиәтли әдәд 
әлдә эдэрик вә беләликлә ‘әдәдләр синфини бир даһа кениш- 
ләндирмиш оларыг. Лакин дөври Олмаян сонсуз онлуг кәсрлә- 
рә „әдәд“ ады вермәк үчүн һәр шейдән әввәл бу ени әдәдләр 
расионал әдәдләрин табе олдуғу ганунлара табе олмагла мү- 
эййэн мә’нада расионал әдәдләрә ‘яхын“ олмалыдыр. Гейд 
этмәк лазымдыр ки, „яхынлыг“ анлайышы бурада хүсуси мә - 
на дашыйыр вә ҝәләҹәкдә изаһ олунаҹагдыр. Ени тәбиәт.1 
эдәдләр, гейд этдийимиз КИМИ, ваһид парчаныв вә онун һәр 


бир бәрабәр һиссәсинин |-- һиссәси, ф ихтияри натурал әдәд- 


дир} верилмиш парчада там дэфэ ерлэшмэдийи һалда мейдана 


верилмиш парчанын узунл 
р — һиссәсинин там сайына бэ 
арча ваһид парча васи- 


угу бу һалда, ваһид 


чыхыр. Демәли, | 
рабэр олмур. 


парчанын һәр би 


Она көрә дэ дейилир ки, верилмиш Ч | : 
тәсидә өлүлә билмир. Башга сөзлә, ем рулда эл, 
һид парча ортаг өлчүсүздүр КА ыр там дәфә ер- 
просесиндэ верилмиш парчада маг мумкун дейилдир, Бела- 


ләшән башга бир ортаг парча тай 
“р көстәрилә билмәйән һәр би 


ликлэ, узунлуғу — шәклиндә 


парчая ваһид парча илә ӨЛЧүл? билм 
өлчүсүз парча дейилир. й 


эйан вә я ваһидлә ортаг 


Инди исә узунлугу а вә д олан ики парча көтүрәк. Тута; 
ки, узунлугу с олан бир парча узунлугу @ олан парчада р дэ. 
фә, узунлуғу 9 олан парчада исә 4 дәфә ерләшир, Онда ашиар- 
дыр ки, 


а 
С == — 
р 
вэ 
даа д.2. но. 
р р 


олар. Белә олдугда узунлуғу а вә б олан парчалара ортаг 
өлчүлү дейилир. Бурада ортаг өлчүнүн узунлуғу © дир. һә» 
Р 


мин парча узунлуғу ‘а олан парчада р дәфә, узунлуғу 6 олан 
парчада исә 9 дэфэ ерлэшир. 
Араларында | 


== — (1 


р 


кими мүнасибәт ифадә эдилә билмәйән ики 4 вэ б парчая ор- 
таг олчусуз парчалар дейилир. а--1 олдугда юхарыда дейя- 
лән ваһид парча илә ортаг өлчүлү вә ортаг өлчүсүз 2 узун- 
луглу парча алыныр. Белә ки, биринҹи һалда ®-ни 


Б == 4 
Р 


шэклиндэ кестэрмэк мүмкүн олур. Икинчи һалда исә белә 
көстәрмәк мүмкүн олмур. Бу дейиләнләри нәзәрә алараг ра- 
сиовал әдәдләрлә ифадә олуна билмәйән сонсуз Онлуг кәср- 
ләр иррасионал\ әдәд адландырылмышдыр. 
Ортаг өлчүсүз парчаларын чох гәдим заманларда Юнаныс- 
танда, (тәхминән 2500 ил бундан әвьәл) Пифагорун элий 
мәктәбиндә кэшф эдилмэси элм аләминдә бейук һадисәдә >: 
Белә бир фактын дәрк эдилмәси исә чох күман ки, юнавлы" 
ларын риязийята кэтирдийи ҹидди риязи методларын башлая` 
гычы олмушдур. Бөйүк әзмлә гейд этмэк олар ки, бу кэш 
риязийятын, эләҹә дә фәлсәфәнин ҝәләҹәк инкишафына 5 
тэ’сирини көстәрмишдир. Пифагорчулар илк дәфә квадраті, 
тәрәфи илә диагоналынын ортаг өлчүсүз парчалар олдуғуну 
сүбут этдилэр*. Онлар көстэрлилэр ки, квадраты: тәрәфи (ч 
диагоналынын ортаг өлчүсүнү тапмаг просесин сонсуз Про“ 


'Иррасионал (латынҹа їггайопа!8) ортаг өлчүсүз демәкдир. _ дете "= 
з Бу һагда академик 3. И. чамизын „Инсанлар индики ТЕ 
ҹә ҝәлиб чылмышаар* китабчасында гейд эдилмишдир. 
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дир. Бурада һәр дәфә эйни мәсәлә, тәрәфләри Пудудсуз ола- 

аг кичилән квадрат үзәриндә һәлл эдилир. Белә бир өлчмә 
нәтиҹәсиндә ялныз дөври олмаян сонсуз онлуг кәср алына 
биләр. Бу онлуг кәср исә тәрәфи өлчү ваһиди көтүрэн квад- 
ратын диагоналынын узунлуғу дейә гәбул олунарса, онда ра- 
сионал әдәдләр даирәси кенишлэниб күлли мигдарда мэсэлэ- 
ләрин һәллинә йол ачмыш олар. Бу мәсәләләрдән ән гәдими 
чеврэнин узунлуғунун өз радиусу илә өлчүлмәси мәсәлә- 
сидир. Юнанлыларын ортаг өлчүсүз парчалары тарихән чох 
тез кәшф этмәләри вә бурада ортая чыхан чәтинликләрин 
дәрк эдилмәси, эйни заманда риязийятда узун сүрән бир дур- 
ғунлуға да сәбәб олмушдур. Бүтүн юнан риязийятына хас 
олан, риязийяты һәндәсәләшдирмә йолу иррасионал әдәдләр 
һесабынын инкишафына мане олмуш вә тәхминән 2 мин ‘ил 
әдәд анлайышынын лабүд олан инкишафынын йолуну .кәс- 
мишдир. Она көрә дэ юнанлыларын, иррасионал әдәдләри де- 
йил, ялныз ортаг өлчүсүз парчалары кэшф этдиклэрини де- 
` мәк даһа дүзкүн оларды. Юнан риязи эн энэлэрини Яхын вә 
Орта Шәргин риязи эн’энэлэриндэн фәргләндирән әсас чә- 
Һәтләрдән бири дэ бу ҹәһәтдир. Бир =ср әввәл Орта вә Яхын 
Шәргдә бөйүк һесаблама техникасы инкишаф этдирилдийи 
һалда, юнанлылар иррасионал әдәдләрин инкишаф йолуну 
сырф һәндәсә аксиомларында ҝөрүрдүләр. Бүтүн бу маниэлэ-. 
рә бахмаяраг Пифагордан Платона гэдэр олан дөвр эрзиндэ 
иррасионал эдэдлэрин өйрэнилмэси риязийятда мүһүм тэрэгги 
һесаб эдилэ билэр. Беләликлә, иррасионал "әдәдләрин мэншэй 
вэ инкишафы квадратын тэрэфи х 2 
илә диагоналынын ортаг елчусуз 1 
олдуғуну мүэййэн эдэн вахтдан 
башлайыр. Квадратын тэрэфи илэ 
диагоналынын ортаг өлчүсүз 
олдуғуну көстэрэн чохлу исбат- 
лар вардыр!. Биз башга бир исба- 
та мүрачиэт эдэк. Квадратын тэ- 
рэфини өлчү вайиди гэбул эдэк 
(6-чы шәкил), йэ’ни квадратын 
тәрәфинин узунлуғуну 1 гәбул 
эдэк. Диагоналынын узунлуғуну 
исә х илә ишарә эдәк. 

Бу гәдим шәкилдән көрүндү- 

йү кими квадратын диагоналы 6-ҹи шэкил 
үзәриндә гурулан квадратын са- 
һәси, ики тәрәфи үзәриндә гурулан квадратларын саһәлә- 
ри ҹәминә бәрабәрдир. Диагонал үзәриндә гурулан квадратын 


3 Бунлардан Пифагор мәктәбинә аид олан исбат, ака 
: демик 3. И. Хәлн- 
ловун ,Даирэнин квадратурасы“ адлы китабында гейд олунмушдур. 
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саһәси х*, бир тәрәф үзэриндэ гурулан квадратын саһәси исә 


1 олдуғу үчүн / 
У х2=14+1= 2 
олар. 
Квадраты 2-йә бәрабәр олан х-и | 2 илә ишарә эдәк. 
=} 9. 


Гейд этмэк лазымдыр ки, там әдәдләр ичэрисиндэ квад. 
раты 2 олан там әдәд Йохдур, чүнки 12-22, 224 исә 2-дән 
бөйүкдүр. Инди исбат эдэк ки, квадраты 2 олан әдәд бүтүн 
расионал әдәдләр ичэрисиндэ йохдурд. Бунун әксини фәрз 


эдәк. Тутаг ки, расионал әдәдләр ичәрисиндә элә `бир 2 
9 


2 
расионал эдэди вардыр вэ бу һалда 15 —2-дир. 


Биз һәмишә 22. кәсрини ихтисар олмаян кәср көтүрә би- 


ләрик, экс һалда әввәлҹә ихтисар эдәрәк ихтисар олмаян 


Е. кэсри шэклинэ ҝәтирә биләрик. 


Айдындыр ки, бу һалда 
р? = 24? | 
олачагдыр. Бу бәрабәрлийин саг тәрәфи чүт эдэддир. Онда 
сол тәрәфи олан р? әдәди дә чүтдүр. Белә олдугда р әдәди 
дә чүт олмалыдыр. . 
Әҝәр тәк эдэд олсайды онда р? әдәди дә тәк оларды. 
Доғрудан да тутаг ки, 
р== 204-1 (бурада ї--0, 1, 9,...) 
тәк әдәддир. Онда 
р? = (2 п + 1) =(2п-+ 1) (21-41) 
олмалыдыр. Тәркиб ганунуну ардыҹыл тәтбиг этсәк | 
"= (204 1):20 +4 (20 + 1).1=2 7.2 пи-пи 1 
-20-20--2-21--1--2(2/2--20)--1 
аларыг. Демәли р? тәк әдәддир. Бу исә р?-ин чүт олмасы 


шәртинә зиддир. Ачыг-айдын керунэн бу зиддиййәт р-нин 
ҹүт олдуғуну көстэрир. Она көрэ дә 


р==2 п 
олмалыдыр. Бурадан р? = 4 и? олур. 
Демәли 
4 м? = 2 д? 


1 У ишарэсини илк дәфә Родолф ишләтмишдир (Видо? 1500-ҹү 
и анадан олмушдур). Бә'зиләринин фикринә көрэ көкүн мәншәи ү һәр" 
дир. | 
2 Ики мин илдән чох тарихи олан бу гиймәтли исбат Эвклид тәрәфин" 
дәи верилмишдир. 


80 


< 


вэ я: 
0! == 2 пг. 
Юхарыдакы мүһакимәйә әсасән 


Белә олдугда 2 ф чүт әдәд олмалыдыр. 


эдәди ;‹р вә 9 әдәдләринин ортаг бөлэнидир. 
Бу исә 2 нхтисар олмаян кэср олмасы шэртинэ тамами- 


лэ зиддир. 


| Демәли, квадраты 2-йә бәрабәр олан һеч бир расионал әдәд 
йох дур. 

Белә һалларда әввәлләрдә оОлдуғу кими ени әдәд яратмаг 
зәрурәти мейдана чыхыр. Һәр шейдән габаг ени әдәди неҹә 
яратмаг суалына ҹаваб вермәлийик. Буну У 2 үзэриндэ нү: 
майиш Этдирэк. Әввәлҹә ү 2-нүн тәгриби гиймәтләрини та- 
паг. У 2 -нүн тәгриби гиймэти олан онлуг кэсрлэрин ихтияри 
л-чи ердә дуран онлуг ишарәсинин үмуми ифадәсини билмэ- 
сәк дә ардыҹыл сурәтдә, истәдийимиз онлуг ишарәләрини 
һесаблая биләрик: 

12:1<92<.02 2 4 
(1,4) = 1,96 < 2 < (1,5)? = 2,25 
(1,41) = 1,9881 < 2 < (1,42)? == 2,0264 
(1,414)? = 1,999395 < 2 < (1,415)? == 2,00225 
(1,4142)? = 1,99996164 < 2 < (1,4143) = 2,0002 4449 
вә и, а. 

Беләликлә, У 2-ин тәгриби гиймәтләриндән дүзәлмиш ики 
сыра 
1; 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; 1,41421; 1,414213; 1,4142135;... (1) 
вэ 
2: 1,5: 1,42; 1,415; 1,4143; 1,41422; 1.414214; 1,4142136;... (2) 
эдэдлэринин һеч биринин квадраты 2-йэ бәрабәр олмур. Эйни 
гайда илә онлуг ишарәләрин сайыны истэдийимиз гәдәр да- 
вам этдирсәк енә дә квадраты 2-йә бәрабәр олан сонлу онлуг 
кәср тапылмаз. Бурада биричҹи сыра әдәдләр әксийи илә 
икинҹи сыра исә артығы илә У 2 -нүн тэграби гиймэтлэридир. 
Бу әдәдләрин квадратлары 

1; 1,96; 1,981; 1,999396; 1,99996164;.., 


4; 2,25; 2,064; 2,00225, 2,00024449:... 
һәр ики тәрәфдән 2-йә яхынлашыр. Биринҹи сыра арта-арта 
(ашағыдан), икинҹи сыра әдәдләри исә азала-азала (юхарыдан) 
2-йэ яхынлашыр. Беләликлә | 2, ашагыдан квадраты кет- 


вә 


1 1 2 на 
: Бу әдәдләр “69, 106 НООС вә и, а. дәгигдийи илә У 7-ин тәгри- 


би гиймэтлэри кими тапылыр, 
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дикчэ 2-йә яхынлашан (йэ’ни онлуг ишгрэлэринин сайы, арт- 
дыгча 2 илә олан фэрглэри азалан) биринчи сыра яхуд юха- 
рыдан (йэни онлуг ишарэлэринин сайы артдыгҹа енә дә © 
илә олан фәргләри азалан) 2-йә яхынлашан икинҹи сыра эдэд- 
ләр васитәсилә ифадә эдилә биләр. Һәр ики сырадғкы әдәдләр 
дөври олмаян сонсуз онлуг кәср олаҹагдыр. (1) әдәдләр сы- 
расыны кетурэк. Бу әдәдләрин артығы илә ҝөтүрүлән (2) сы- 
расынын әдәдләриндән үстүн ҹәһәти орасындадыр ки, (1) 
әдәдләрин онлуг ишарәләри артдыгҹа әввәлки груп онлуг 
ишарәләри сахланылыр. (2) әдәдләринин исә онлуг ишарәлә: 
ри артдыгҹа әввәлки онлуг ишарәләр групу дәйишилир. Она 
көрә дә У 2-нү бүтүн онлуг ишарәләри бир дәфәлик кетуру- 
лән 1,4142135... әдәди шәклиндә тэ’йин эләк. Бу әдәди бир- 
дәфәлик сонсуз онлуг кәср шәклиндә язмаг олмаса да, онун 
онлуг ишарәләрини тәлриҹән тапмаг имканы варлыр. Айдын- 
дыр ки, У 2-нун истәр биринҹи сыра (1) гиймәтләри, истәрсә 
дә икинчи сыра (2) гиймәтләривин ! эр бири сонлу олуг кәср- 
Ләр олдугу үчүн бу гиймэтлэр әдәд охукда кестэрилэ билэр. 
Белә бир суал ортая чыхыр. Һәмин сонсуз прссес нәтиҹәсиндә 
И 2 -нү ифалә әдән (демәк У 2 өзү) сонсуз онлуг кәср әдәд 
охунун муэййэн бир нөгтэси васитәсилә кестэрилэ биләгми? 

Бу суала ҹағаб вермәк үчүн әдәд охунун [0,1] парчасы 
узэриндэ квадрат гуруб пәрҝар васитәсилә онун диагоналы- 
нын узунлуғуну (йэ’ни У 2 -нү; бу узунлуг юхарыда көстэ- 
рилән сонсуз өлчү просесиһин нәтиҹәсиндә тапылмышдыр) 


7-ҹи шэкил 


эдэд оху үзәриндә, бир уҹу сыфыр нөгтәсинә дүшмэклэ айы- 
раг. Онда һәмин парчагын сон учу У 2-нү әдәд оху үзәриндә 
ишарә эдэчэкдир (7-ҹи шэкил). 

Шәкилдән расионал әдәдләр чохлуғунун эдэд охуну та- 
мам лолдурмалыгы гәнаәти һасил эдилир, 
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Белә бир суал мейдана чыхыр: нэдэндир ки, һәр ердә 
сых олан расионал әдәдләр чохлуғу эдэд охуну долдурмаға 
гадир дейилдир? 

Әдәд оху үзәриндә иррасионал әдәди көрмэк вә я ирра 
сионал әдәди расионал эдэддэн айырмаг һеч бир вәҹһлә мүм- 
күн дейилдир. Ялныз ортаг өлчүсүз парчаларын дәрин вә дүз- 
күн риязи маһиййәти белә бир н.тиҹәйә ҝәтириб чыхармыш- 
дыр. Ваһид парча илә ортаг өлчүсүз олан һәр бир парчаны 
бир уҹу сыфыр нөгтәсиндә олмагла әдәд оху үзэриндэ айыр- 
мыш олсаг, онун диҝәр уҹунун дүшдүйү нөгтә иррасионал 
нөгтэдэн ибарәт олаҹагдыр. Мәсәлән, квадраты З-ә бәрабәр 
олан әдәдин дә иррасионал олдуғу вә әдәд охунда ерләшди- 
йини эйни гайда илә исбат эдә биләрик (бу әдәди Уз илэ 
ишарә эдәк)!. 

Бунун үчүн әләд оху үзәриндә узунлуғу ү 2 олан парча 
хөтүрүб, онун үзәриндә катетинин узунлуғу ваһил олан бир 
дүзбучаглы үчбучаг гураг (8-ҹи шэкил). 


8-чи шэкил 


Пифагор теореминэ көрә | 
(ОВ)? = (ОС)? +- (СВ)? ==2 + 1 = З 


яза билэрик?. Демәли, ОВ = 3-дүр. 

Әдәд оху үзэрчндэ пәрҝар васитәсилә ОВ-нин узунлуғу 
бейуклукдэ парча айырсаг° (бир учу сыф лр нәггәсиндә олмаг 
шәртилә), һәмин пзрчінын сон уҹу эдэд оху үзэриндэ ү 3- 
нү көстэрэн негтэдэн ибарэт олар. Белэ нөгтэлэрдэн чох көс- 


: 425-ҹи илдә Сирендә Яшамыш Теодорос (Тһеойогиѕ) илк дәфә ирра- 


-—< 


сионаллыгын ялныз У 2 -йә аид олмайыб У 3, У 5,» ү1Т -ин (йэ’ни 
квадраты 3, 5,..., 17 оган эдэллэрин) дәхи иррасионал олдуғүну к стәрмиш- 
дир. Бэ’зи тарихчилэр Платғонун Теодоросдан Пәндәсә өйрәндийини гейл 
эдирлэр. 

3 Биз ялныз бурада Пифагор теореминдэн истифадә эдирик. 

з Шүбһәсиз ки, пәркарла ишләй н заман У З-үн әдәд оху үзэринд»- 
еринин дүзкүн тапылмасы тәҹрүб синдә муэййэн хата варлыр. Лакин нэ- 
зәри ҹәһәтдән эдэд оху үзәринлә белә бир нөгтәнин вардлығы инкар эдил- 
мэз бир ћәгигәтяир. 
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тэрмэк олар. Бүтүн бу һәндәси тә'рифләр алтында кизлэнэн 
иррасионал әдәдин керчәк маһиййәти ҝәләҹәкдә ардыҹыллыг. 
лар бәһсиндә дәгигләшдириләҹәкдир. Бу хүсуси мисаллара 
әсасән сейлэдийимиз мүлаһизәләрдән сонра иррасионал эдэдин 
юхарыда вердийимиз үмуми тэ’рифинэ мүраҹиәт эдэк. Гейд 
этдийимиз кими дөври олмаян һәр бир сонсуз 


а==р, ру рә рз...рһ... 
онлуг кәсрә иррасионал әдәл дейилир. 

У? кими У 3, У5, Уб,,... әдәдләри дә дөври олмаян 
онлуг кәсрләрлә ифадә олуна билир. Лакин бу һеч дә о де- 
мәк дейилдир ки, иррасионал әдәдләр ялныз көкү расионал 
олмаян әдәдләрдән ибарәтдир вә я бүтүн иррасионал әдәд. 
ләрин мәнбәи көкләрдир. Бу, янлыш фикирдир. 

Көкдән алына билән вә я алына билмәйән һәр бир дөври 
олмаян сонсуз онлуг кәср иррасионал әдәддир. Иррасионал 
әдәдләрин расионал әдәдләрә гошулмасындан алынан әдәдләр 
чохлуғуна йәгиги әдәдләр дейилир. Расионал әдәдләрин дөв- 
ри онлуг кәсрләрлә ифадә эдилә билдийини нәзәрә алыб һә- 
гиги әдәди сонсуз онлуг кэср дейә тә’риф эдэ биләрик. 
Гейд этмәк лазымдыр ки, мүсбәт расионал әдәдләрдән мәнфи 
ргсионал әләдләрә кечдийимиз кими, мүсбәт иррасионал эдэд- 
ләрдән дә мәнфи иррасионал әдәдләрә кечә биләрик. 

Беләликлә әдәд оху тамамилә „долдурулмуш“ олур. Вэ- 
гиги эдэдлэр эдэд оху узэриндэ нэинки сыхдыр, һәтта до- 
лудур. 

Расионал эдэдлэрдэ олдуғу кими, иррасионал әдәдләрин 
дэ эдэд Оху үзәриндә тәнзим эдилмәси (бөйүклүк вә кичик- 
лийи) һабелә бу әдәдләр Үзәриндә һесаб әмәлләринин айд- 
рылмасы кими мәсәләләрин мүсгэсна әһәмиййәти вардыр. Ир- 
расионал әдәдләрә аид бу мәсәләләрин тәһлилинә кечэк. 


Иррасионал әдәдләрин хассәләри 
1. Иррасионал әдәдләри тәнзим этмәк олар, 
Мә’лум олдуғуна көрә һәр бир Ё расионал әдәдини дев- 


ри сонсуз онлуг кәсрлә ифадә этмәк мүмкүндүр: 


2 = рь Р: Ра. Ри... 


Бу онлуг кэсрин мүэййэн онлуг ишарэсиндэн сонра кэлэн 


онлуг ишарэлэрини нэзэрэ алмасаг, онда 7. расионал эдэди- 
9 


нин юхарыда гейд этдийнмиз кими эксийи илә тәгриби гий- 
84 


мэтини әлдә эдирик. Мәсәлән, онлуг кэсри к-чы ишарәдә кэс- 
сәк 


а | Рр! Р» фк р 
ро, Ри Рз. -Рк = ро 4 |... 22 
а Ро 107 108 71055 0 
алынар. 
Бурада к=!, 2, 3,... гиймэтлэрини версэк - расионал 
Ч 


эдэдинин эксийилэ ашагыдакы гиймэтлэрини әлдә эдирик: 


а, == ро, р}; а» — ро Рр! Р»: -) Ол = Ро, А рә» Я „Рп. 84 
Экэр бу тэгриби гиймэтлэрин ахырынчы онлуг ишарэлэринин 


үзэринэ бир элавэ этсэк Р. расионал әдәдинин артығы илә 


тәгриби гиймәтләрини әлдә эдәрик: 


1 1 1 1 
ал == ро, —; аз==ре, „=т= ха? 
1 == ро, Рі 10 2 =ро, Ру Р» | 102 


1 
аа == ре» Р\ Р Ра бд .. 


Бурада 21 > Ё. олаҹағы айдындыр. 
9 


Бу гайданы иррасионал әдәдләрә дэ тәтбиг эдэк. Ихтияри 
иррасионал эдэд көтүрэк: 
4 == б, УЛ 05. 2 .@п. .. 
Юхарыда олдугу кими, бу иррасионал әдәдин эксийн идә 
тэгриби гиймэтлэрини 
4—5, 41; аә == 10, Од “.,.. 2 йл бо, Ф %.. я ‚бп... 5 
вә артығы илә тәгриби гиймэтлэрини исә 


1 | ЯВЖ. 
ал == 940, @ Г —; @2==%,@ 02 + 


10” 102777 


1 Ё! А 
Яп == 40, “| а... -- лр 1Ж: 


108” 


шэклиндэ тэ’йин ЭДЭК ВЭ | 
аһ << а« ал 


олдуғуну гәбул эдәк. 

Индийэ гәдәр биз ялныз расионал әдәдләри мүгайисэ 
этмэйи бачарырдыг. Иррасионал эдэдлэри бир-бири илә вә 
иррасионал эдэдлэри расионал эдэдлэрлэ мүгайисэ этмэйин нэ 
демәк олдугуну билмирдик. Она көрә дә иррасионал әдәди 
өзүнүн сонлу онлуг һиссәләри илә мүгайисәсини гәбул этмә- 
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“я «ед 


ли олдуг. Үмуми һалда һеч олмаса бириси иррасионал олар 
ики һәгиги әдәдин мүгайисәси ашағыдакы кими тә йин Эду. 
лир. Тутаг ки, 

& — бо, | ба. , „®п. .. 


В= В, В, В.. А ‚Вл. е 


ихтияри һәгиги әдәдләрдир (бурада 7%, а;...а,...; ‚В... 
там әдәдләрдир). Әҝәр >В вэ я а =в 
олдугда 
1, >В: вә я 00-40, вә 04:20, олдугда а>, вә и. а. оларса, он. 
да «>В 
олдуғуну гәбул эдәҹәйик. Мәсәлән, чеврэнин узунлугунун 
диаметрэ нисбэтини ифадэ эдэн х эдэдилэ (бу эдэд иррасио- 
нал әдәддир һә һеч бир там әдәдин истәнилән дәрәҹәдән көкү 
ола билмәз; белә әдәдләрә трансендент әдәдләр дейилир): 
йэ’ни дөври олмаян сонсуз 3,14... онлуг кәсри илә ү 10 = 
=3,16... иррасионал әдәдини мүгайисә этдикдэ көрүрүк ки, бу 
әдәдләрин там һиссәләри (а==8,) вә биранҹи онлуг ишарәләри 
(а1==8,==1) бәрабәрдир. Икинҹи онлуг ишарәләриндән исә, 
33==6> 4=23-дир. Она көрә дэ У 101»т олур. 

Ву гайда, ики ҹүр онлуг кәсрлә ифадә эдилән расионал 
әдәдләрдән башга, галан бүтүн расионал әдәдләр учун дә 
догрудур. Доғурдан дад, 0,2300... вә 0,2299) әдәдләри эйни 
расионал әдәдләрин снлуг кәсрләрлә ифадәсидир, лакин онлуг 
ишарәләри бәрабәр дейилдир. Айдындыр ки, әҝәр 06, >т 
олса онда а>т олар. | 


Ики 


вэ 


Со, 01..,б0-1 Од 0+1, . . 
Во, 1-44да-4 Ва Ве 1... 
һәгиги әдәдин бәрабәрлийи тэ”рифини верәк: 
1) там вә бүтүн гэд даг бәрабәр олаы 
о == 1—0; 1, 2:..4, 
2) тамлары вэ мүэййэн онлуг ишарэйэ 2 онлуг ишарэ- 
лэри бэрабэр олан 
а=, 0,--8,,. ©» бл-15-58д-1, 
вэ бу онлуг ишарэсиндэн билаваситэ сонра ҝәлән онлуг иша: 
ләри уйғун Олараг бир-бириндән бир ваһид артыг (а= 8.1). 
һабелә биринҹи һәгиги әдәдин сонра ҝәлән онлуг ишарэлэри- 
нин һамысы сыфыр, икинҹи һәгиги әдәдин уйғун онлуг ИиШа , 
рәләри исә доггузлуглардан ибарәт олан 
@1+1=@1+2==...==0, 
Ва+1==В@а+ә==...=9 


‚— 


1 Бу һагла академик З, И. Хәлиловун “ китаб- 
часында гейд олунубдур. ун „Данрәнин квадратурасы 
3 Енэ орда. 
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пәгиги әдәдинә бәрабәр һәгиги әдәдләр дейилир. Мәсәлән, 
1,120... 000. ..=1,11999 ...999 


100,000... 99,999... 999... 
эдэдлэри бәрабәр һәгиги әдәдләрдир. Айдындыр ки, әҝәр а= 
=В вә В = т исә онда “= олар. 

Бгләликлә, ихтияри һәгиги әдәдләр үчүн ашағыдакы нэти- 
ҹәләри әлдә этдик: 

1) ихтияри ики а вә В һәгиги әдәдләри я бир-биринә бә- 
рабәрдир: а=В вә я а<В, а>В бәрабәрсизликләриндән бири 
әдәнилир. 

2. һәр уч а, В, 1 һәгиги әдәдләри арасында ашағыдакы мү- 
насибэт доғрудур; әҝәр а>, В>>1 исә, онда @>{ олар. Бу хас- 
сәләрә малик олан һәр ҹүр әдәдләр чохлуғуна тәнзим эдил- 
миш чохлуг дейилир. Айдындыр ки, һәгиги әдәдләр чохлуғу 
тәнзим эдилмиш чохлугдур. Иррасионал әдәдләри расионал 
әдәдләрин көмәйи илә тэнзим эдэ билдик. Дәриндән олмаса 
да, һәр бир иррасионал әдәдә бир иррасионал әдәди ифадә 
эдэн сонсуз онлуг кәсрин сонлу һиссәл ри васитәсилә истэ- 
нилән гәдәр яхынлаша билэчэйимизи кестэрдик. Бу ҹәһәт һәр 
бир иррасионал әдәдә дә расионал әдәдләр васитәсилә кафи 
гәдәр яхынлаша билмәк имканыны ашкара чыхардыр. Она ҝө- 
рә дә юхарыда иррасионал әдәдләрин расионал әдәдләрә 
„яхын“ олмасы әсасында иррасионал әдәдләри әдәд адландыр- 
дыг. Иррасионал әдәдләр узэриндэ эдилэн ашағыда кестэрил- 
миш әсас әмәлләрин хассәләри бу яхынлығы бир даһа тәсдиг 
эдир. Белә суал мейдана чыха биләр: расионал әдәдләр тех- 
никада гаршыя чыхан тәләбләри едэйэ билирми? | 

Техникада гаршыя чыхан мәсәләләрин һәллиндә иррасио- 
нал әдәдләри адәтән бу вэ я диҝәр дәгиглик дәрәҹәсинә ке- 
рә расионал әдәдләрә әвәз эдир вә һесаблама ишлэрини бғша 
чатдырырлар. Мәсәлән: чеврәнин узунлуғуну, даирәнин саһәси- 
ни, силиндрин һәҹмини вә я сәтһинин саһәсини һес̧абладыгда 
К ОЕ 

100’ 1000’ 
3,141592;... вэ и. а. гиймэтлэрини кетурур вэ расионал эдэд- 
ләр даирәсиндә һесабламалар эдирлэр. Айдындыр ки, онлуг 
ишарәләринин сайыны нә гәдәр чох көтүрсэк, т әдәдинин һә- 


гиги гиймәтинә бир о гәдәр дә яхын гиймэт кетурмуш ола- 
рыг. 


Лакин дәгиг элми тәдгигатларда, риязи ганунларын дүзкүн 
ифадә эдилмәсиндә, техниканын вэ һәятын күнү-күндэн артан 
тәләбләри гаршысында иррасионал эдэдлээ һесабынын бөйүк 
вэ Вэллэдичи әһәмиййәти вардыр. Иррасионал әдәдләр һеса- 
бынын әсас әмәлләри топлама, чыхма, вурма, бөлмәдир. Ла- 
кин биз бу бәпсдә һәгиги әдәдин ҹидди риязи тэ рифини бил- 
мэдийимиздэн онун үзэриндэ эдилэчэк эмэллэр һаггында ял- 


87 


вэ Я 


... дәгигликлә т әдәдинин 3,14; 3,142; 3,14159; 


ныз муэййэн тэсэввүрлэр ярада билэн тэ’рифлэрэ мүраҹиәт 


эдэ билэрик. 
Эввэлчэ ики сонсуз дөври онлуг кэсрлэ ифадэ А ра- 
сионал әдәдләрин ҹәминдән вә һасилиндән бәһс эдәк. Айдың- 


дыр ки, бу әдәдләри 


г 
Р — 0› р! р». . .Рп. · ·.› — =40; 9 | 95. . Фп. · А 
9 | $ 
шэклинлэ язмаг олар. Һәмин әдәдләрин эскиии вә артығы Илэ 


1, 1 
кетурулэн тәгриби гиймэтлэрини уйғун олараг ёл, ап; бп; фа 
илэ ишарэ этсэк 


ас атор ы 
9 $ 


аларыг. Айдындыр ки, белэ олдугда 
г 
ды сү = <а +; 


яза биләрик, йэ’ни расионал әдәдләрин ҹәми онларын әксийи 
вә артығы илә кетурулмуш ихтияри уйғун тәгриби онлуг 
һиссәләринин ҹәми арасындадыр. Гейд этмәк лазымдыр ки, 


г | | А 
ялныз 2. -- — Ҹәми һәмин хассәйә малик олан еҝанә расио- 
5 


Ч 
нал эдэддир. Инди тутаг ки, ихтияри ики 
@==а@у,‚ дү, 02...0л..., == В, В, В... Ви... 
һәгиги әдәдләри верилмишдир. Юхарыда олдуғу кими бу һә- 
гиги әдәдләрин эхсийи вә артығы илә көтүрүлэн тәгриби он- 
луг һиссәләрини топлаяг: 
1 1 
ап-- ап, бъ -- ба (1-1, 2,. « .), 


Исбат этмәк олар ки, п-ин ихтияри 1, 2, 3,... гиймэтлэриндэ 
бу ҹәмләр арасында олан 


а ба<ү<а 4-Б; 
бэрабэрсизликлэрини өдэйэн еканэ 
Т0, т 12-. Ла... 
р. Бу әдәдә а вэ В һәгиги әдәдләрин #2- 


ї=а-- 6. 
Аналожи олараг ики а вә В һәгиги 
тэ’йин эдилир. Бу һалда ад, а!, Ь,. Б! 


ләр вә п=1, 2, 3,... гиймэтлэриндэ 
һасили 


һәгиги әдәди варды 
ми дейирләр: 


әдәдләринин һасили 
Василлэрини дүзәлдир- 
а, В һәгиги әдәдләрин 


аһ: а1<% < ра. 6; 

мүнасибэтини өдэйэн еканэ 2—2, 9, 9 д е 
276». бл... Әдәдинә де 

йилир. Тутаг ки, а вә В ихтияри ‘һәгиги әдәдләрдир вә 2«28- 
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дир. а<\х<8 бәрабәрсизлийини тэ мин эдэн һәгиги әдәдләр 
чохлуғуна интервал дейилир вэ (а, В) илә ишарә эдилир. 

а<х<В бэрабэрсизлийини едэйэн һәгиги әдәдләр чохлу - 
гуна исә парча вә я сегмент дейилир вә |“, | илә ишарә 
эдилир. Парча илә интервал бир-бириндән бунлары тэ’йин 
эдэн а, В әдәдләринин чохлуға дахил олуб, олмамасы идә 
фәргләнир. Мәсәлән, 0<х<1 интервалыны 0<х<1 парчасы 
(сегменти) илә мүгайисә этсәк әдәд оху үзәриндә О вэ 1-и да- 
хил олмадығы 0 илә 1 арасындакы әдәдләр чохлуғу интервал 
олур. 0 вә1 бу чохлуға дахил олдугда исә парча слыныр. Юха- 
рыда, расионал әдәдләр бәһсиндә дә биз интервал вә парчаны 
ялныз расионал әдәдләр чохлуғу даирәсиндә тэ’риф этмишдик, 
бурада исә һәгиги әдәдләр чохлуғу даирәсиндә тэ’йин этдик. 
Инди һәгиги әдәдләрин чох мүһүм бир хассәсини исбат эдәк. 
Исбат эдәк ки, һәр бир (=, 8) интервалында һеч олмазса бир 
дәнә һәгиги әдәд вардыр. 

Тутаг ки, 

о, РКЕ, ЛЖ бас ше. 


В=Во, В, В». А „Ва. ТИ 


ики һәгиги әдәддир вә а<вВ-дир. Бу ики һәгиги әдәлин сонсуз 
онлуг кәсрлә ифадәсинин һәр бириндә дөврдә 9 олмадығыны 
фәрз эдә билирик. 

Тутаг ки, а вә В әләдләринин бәрабәр олмаян биринҹи он- 
луг ишарэсинин нөмрәси л-дир. Онда айдындыр ки, а.<, 
олаҹагдыр, Тутаг ки, ёа-ш-Е9 шәртини тэмин эдэн натурал 
әдәдләрдән эн кичийи т-дир. Белә бир т әдәди һәмишә вар- 
дыр, чүнки доггуз әдәди а вә В онлуг кэсрлэринин дөврү 
дейилдир. Инди 


Ү:=&0, 1. • Яп. ..Оа-а-1 


сонлу онлуг кәсрини нәзәрдән кечирэк. Шәртә көрә бу онлуг 
кэсрин а, 2,... &.-1 онлуг ишарәләри В онлуг кэсринин снлуг 
ишарәләри бәрабәр олур (чүнки, биринҹи бәрабәр олмаян он- 
луг ишарэнин нөмрәси їїгдир). аһ исә енә дэ шәртә көрә 8,- 
дэн кичикдир. Она көрә дә ү<8 олур. Диҝәр тәрәфдән а<т- 
дир, чүнки ад+ш-1-ә кими а илә т-нын бүтүн онлуг ишарэлэри 
бәрабәр вә бага 9-дур. Демәли, кее олур, Йэ’ни һәгиги 
әдәдләр һәр ердә сыхдыр. Биз һәр ики һәгиги әдәдин ара- 
сында бир һәгиги әдәдин (расионал әдәдини) олдуғуыу исбат 
этдик. Бу исбатдан иррасионал әдәдләр чохлуғунун әдәд оху 
үзәриндә сых олдуғу чыхмыр. Лакин тәкҹә иррасионал эдэд- 
ләр чохлуғунун әдәд оху үзәриндә һәр ердә сых олдуғуну 
билаваситә исбат этмәк олар. Тутаг ки, Г ихтияри расионал 
әдәддир. Белә олдугда г.У 2 шәклиндә олан бүтүн эдэж 


ләр иррасионалдыр (лакин бүтүн иррасионал әдәдләр г. 2 
шәклиндә дейилдир). 


зэ 


Раснонал әдәдләр чохлугу, эдэд оху үзәриндә һәр ерд, 
сых олдугундан ғ.у 2 шәклиндә олан әдәдләр дэ эдэд оху 
үзэриндэ һәр ердә сыхдыр. Ондч бүтүн иррасионал Әдәдләр 
чохдугу да эдэд оху үзәриндә һәр ердә сыхдыр. 


И ҺИССӘ 
АРДЫЧЫЛЛЫГЛАР ВЭ ЛИМИТЛЭР 


8 1. КЭМИЙЙЭТЛЭР ҺАГГЫНДА 


Инсан өзүнүн күндэлик фәалиййәтиндә вэ мүшаһидәләрин- 
дә заман, температур, узунлуг, һәҹм, чәки, сүрэт вә и. а. 
кими чохлу кәмиййәтләрә раст ҝәлир вә онлардан истифадә 
эдир. 

Кәмиййәтләрин өлҹүлә билмәк вә я әдәдләрлә ифадә олуна 
билмәк хассәсинин мүстәсна әһәмиййәти вардыр. 

Риязийятын башлыҹа вәзифәси кәмиййәтләри мигдарҹа өй- 
рәнмәкдир. 

Кәмиййәтләр тәбиәтләринә көрә ики гисмә айрылыр: 1) са- 
бит кәмиййәтләр; 2) дәйишән кәмиййәтләр. 

Дәйишмә просесиндә мүхтәлиф гиймәтләр алан кэмиййэтэ 
дәйишән кәмиййәт, эйни гиймэт алан кэмиййэтэ исә сабит 
кәмиййәт дейилир. Һаванын темпер :туру, тэзйиги, һәрәкәт 
9 тэн ҹисмин кетлийи йол, дүзбучаглынын өлчүлэриндэн асылы 
олараг тэ’йин эдилән саһәси лэйишэн кэмиййэтлэрдир. Учбу- 
чагларын дахили бучагларынын чэми, чеврэлэрин узунлувунун 
диамегрләринә нисбәти, эйни бир мәһәлдә ҹисмин чәкиси вэ 
и. а. сабит кәмиййәтләрдир. 

Дэйишэн кэмиййэтин верилмәси онун гиймэтлэри чохлу- 
гунун верилмэси демэкдир. Сабит кэмиййэтэ дэ эйни гиймэт 
алан дэйишэн кэмиййэт кими Сахмаг даһа мүнасибдир. Дэйн- 
тэн кэмиййэтин лимитини тэ’йин этмэк үчүн онун тэкчэ гий- 
мәтләри чохлуғуну билмәк кифайәт дейил, эйни заманда бу 
кэмиййэтин дәйишмә пр сесини дә билмәк лазымдыр. 

Кәмиййәтләрин тәдгигинә көрә риязийятын үмуми ивкишаф 
тарихини ики бейүк дөврә айырмаг олар: 

Биринҹи, йә’ни сабит кэмиййэтларин тәдгиги дөврү, бу кә- 
миййәтләрә аид олан риязи ганунларын кәшфи вә үмумиләш- 
мәси дөврүдүр. Икинҹи йә'ни дәйишән кэмиййэтлэрин тәдгиги 
дөврү исә онлара аид олан риязн ганунларын кәшфи вә үму- 
милэшдирилмэси дөврүдүр. 
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Бу дөврлэри бир-бириндэн гәт'и мүэййэн эдилмиш сәрһәд- 
ЛЭ вә кәскин ҹизҝиләрлә айырмаг мүмкүн олмаса да, гисмән 
айырмаг мүмкүндүр. 

Риязийятын инкишаф тарихинин биринҹи дөврү бәшәр 
дүһасынын уз\н бир инкишаф тарихи дөврү олуб, гәдим за- 
манлардан башлаяраг ХҮП әсрин орталарына гәдәр олан вах- 
ты әһатә эдир. Бу дөвр әрзиндә халгларын бирҝә сэ’й вә 
ярадыҹылығы нәтиҹәсиндә риязийятын мөлтэшэм билик хэзи- 
нәси ярадылмышдыр. Һәндәсә, ҹәбр вә тригонометрия кими 
ЧИДДИ мәнтиги әсаса, кениш тәдгигат саһәсинә малик олан 
риязи фәнләр һәмин хәзинәнин гиймәтли инҹиләриндән иба- 
рәтдир. | 

Муэййэн мэ’нада тамамланмыш бу риязи фэнлэрэ эн’энэви 
вэ я шэрти олараг бирликдэ элементар (орта) риязийят 
дейилир. 


Риязийятын инкишаф тарихинин биринчи деврундэ кулли 


инсан эһтияҹына табе эдилмишдир. Һәмин дөврдә гэт’и мүәй- 
Йән эдилмиш фактларла янашы һәлл эдилмэси лазым олан 
мүһүм мәсәләләр дә мейдана чыхмышдыр. Бунлардан дәйишән 
сүр этли һәрәкәтин һәр авдакы сүр”этинин тэ Йини, эйри хэт- 
лэрлэ вэ сэзїїлэрлэ әһатә олунмуш фигур вэ чисимлэрин сэт- 
һинин саһәсини, онларын һәчмләрини тапмаг кими әӘһәмиййәтли 
мәсәләләри көстәрмәк олар. 


Риязийятын ени гә дара күчлү методла 


квадрат, дүзбучаглы вэ и. а. фигурларын с 
призманын, паралелепипедин Вэ 
Бу дөврүн өзүндә дә даһа мүррэккэб фигурларын саһәлә- 
рини вә һәҹмләрини һесабламаг үчүн ҝәләҹәкдә ишләдиләҹәк 
үмуми методларын элементләри кэшф Эдилмишдир. Мәсәлән, 
1есабламаг учун ишлэ- 
| да интуисия! 
б фигурларын саһәләри- 
ачыг галмышдыр. Бе- 
Үчүн сонралар, икинҹи 
дөврдә сонсуз кичилэнлэр вә я лимитләр методу мүвэрфэгий- 
йэтлэ ишлэдилмишдир, 


Икинчи девр, рнязийятын ХУП әсрдән сон 


дөврү, онун ени дөврүдүр. Бу дөврдә риязийяг 
дэйишэрэк тәбиәт Падисэлэри даһа дэр 
шылыглы әлагә шэр 


ракы инкишаф 
гын әски симасы 


индән, һәрәкәтдә, гар- 
аитиндә өйрәнилир. 


1, Интуисия—бу вэ я дикэр факты һисс 
ишләдилир. 
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ЭТМЭК вә дуймаг мэ’насынца 


Е 


Белә һадисәләрин өйрәнилиши, бу вә я диҝәр дәйишән 
кәмиййәтләрин өйрәнилмәсинә ҝәтирилир. Беләликлә, дәйишәй 
кәмиййәтләрин өйрәнилмәсинә кечмәк риязийятда ени эра 
ачыр вә элементар риязийятдан фәргләнәрәк һамысы бирликлә 
„али риязийят“ адланан үмуми риязи фәнләрин әсасы олан 
„риязи анализ“ фәнни ярадылыр. Риязи анализ фәнни методу- 
нун күчү вә енилийи, кәмиййәтләрин мигдарҹа тәһлилини 
онларын физики маһиййәти илә бағлы олмадан, үмуми шәкил- 
дә өйрәнә билмәсиндәдир. Бурада кэмиййэтин физики маһий- 
йәтиндән асылы олмаяраг үмуми шәкилдә мигдарҹа тәһлили, 
конкретликдән мүҹәррәдлийә доғру бир аддымдыр. Һадисәлә- 
рин конкретликдән мәһрум үмумилийини өйрәнмәк риязийятын 
үстүн ҹәһәтидир. Адәтән риязийятда кэмиййэтин физики маһий- 
йәтини нәзәрә алмаяраг, ону бир х һәрфи илә ишарә эдир вэ 
үмуми шәкилдә Онун табе олдуғу риязи ганунлары кәшф 
этмәйә чалышырлар. Хүсуси һалда бу кәмиййәт истәр заман, 
истәр мәсафә вә истәрсә дә температур кими конкрет кәмий- 
йәтләр олдугда енә һәмин ганунлар өз күчүндэ галыр. Бу 
ганунлары тәтбиг этдикдә конкрет кәмиййәтин уйғун вайид- 
ләри ишләдилир. Мисал үчүн үчбуҹағын дахили буҹагларынын 
ҹәминин ики дүз буҹаға бәрабәр олмасы кими үмуми бир 
факты көстәрмәк олар. Бүтүн үчбучгглара аид олан бу факт, 
о чүмлэдэн конкрет верилән үчбуҹаға да аиддир. Демәли, 
ковкретликдәк мәһрум үмумилик риязийятын февгэл’адэ мүчэр- 
рэдлийи вә я гейри-һәятилийи дейил, онун элверишлилийи, 
йығҹамлығы вэ мөһтәшәмлийидир. Бу мәгсәдлә дә риязийят- 
чылар һадисәләри даһа дүзкүн тәсвир вә изаһ эдэ билэн 
анлайышлара, метод ара вә үмумилэшдирмэлэрэ мүраҹиәт 
эдир, бу һадисәләрин табе олдуғу ганунлары кәшф эдир вә 
онларын риязи дейилишини мүәййәнләшдирирләр. Һадисәләри 
тәдгиг этмэк учун һэр шейд ән габаг бу һадисәләрин кеди- 
шиндэ, төрэмэси вә инкишафында мүлүм рол ойнаян кэмий- 
йәтләри мүәййән этмәк вә бу кәмиййәтләрин дәйишмә гануну- 
ну өйрәнмәк лазымдыр. 

Риязийята дәйшән кэмиййэт анлайышыны дахил этмэк 
зәрурәти бүтүн әзәмәти илә ени дөврүн тәләбләри сырасында 
дурур. Бу тәләбләр айры-айры риязийятчыларын шәхси тәләб- 
ләри, арзулары вэ үмумиләшдирмәләри дейил, ени техниха- 
нын артан тәләбләри, онун инкишафынын тәләбләридир. 


Беләликлә, риязийятын инкишафынын биринҹи дөврү рия- 
зийята дәйишән кәмиййәт анлайышынын дахил эдилмәсилә 
битир; Декартын, Нютонун вә Лейбнисин тәдгигатлары илә 
зәнҝинләшән: ени риязийятын —риязи анализ методларынын 
эрасы башланыр. Бу тарихи һәгигәти Ф. Энҝелс ашағыдакы 
образлы сөзләрлә белә демишдир: „Риязийята дәйишән кэмий- 
йәт анлайышынын дахил эдилмәси онун дөнүм нөгтәси олду. 
Бунун нәтиҹәсиндә риязийята һәрәкәт вә диалектика дахил 
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эдилди, буна көрә дэ дәрһал диферейсиал вэ Интеграл һесабь 
зәрурәти мейдана чыхды“!. 

Сонсуз кичиланлар вә я лимитләр методу риязи анализин 
эсас методу олуб ени һесабын кәсҝин силаһыдыр. 


$ 2. ӘДӘДЛӘР АРДЫҸЫЛЛЫҒЫ ҺАГГЫНДА 


Дәйишмә просесиндә бэ’зи кәмиййәтләрин алдығы гиймэт- 
ләри ардыҹыл нөмрэлэмэк мумкунтур, бә’зиләрини исә нэм- 
рәләмәк мүмкүн дейилдир. Һәтта ади данышыг ифадәләриндә 
ДЭ, ЧОХ Вахт „әввәл ҝәлән“, „Сонра кэлэн“, „биринҹи“, ,икин- 
чи“ кими сөзлэр ишләдирик. Мәсәлән, бир күчәдә тикилән 
эвлэрин өзүнә мәхсус нөмрәси в:рдыр; бейук нөмрәси олан 
эв, кичик нөмрәси олан эвдэн сонра ҝәлир вә я кичик нөмрәси 
олан эв, бөйүк нөмрә”и олан эвдэн әввәл ҝәлир; яхуд китаб 
охуянда үчүнҹү сәһифәдә язылан сөзләр йүзүнҹү сәһифәдә 
язылан сөзләрдән әввәл ҝәлир. Беләликлә, бир сыра кәмий- 
йәтләрин гиймәтләрини мүәййән низама салмаг олур. Бир 
нечә белә мисал кэтирсэк керэрик ки, бунларын һамысынын 
табе олдуғу ашағыдакы ики ак‹иом мөвҹуддур: 

1) а, 6, с кими үч әдәд, (яхуд уч элемент) верилмиш вә 
а-нын б-дэн әввәл, б-нин с-дән әввәл кэлдийи мә’лумдугса, 
онда а-да с-дән әввәл ҝәләр. 

2) әҝәр а әдәди (вә я элементи) ӧ-дән әввәл ҝәләрсә, онда 
6 Әдәди а-дан сонра ҝәләр. 

Бунлара „низам аксиомлары“ дейилир. Мәсәлән, дэйишэн 
х кэмиййэтинин гиймэтлэри ялныз натурал 


Ел. ЖИЕ АЕН (1) 


әдәдләриндән ибарәтдирсә, бу гиймәтләр чохлуғу низам аксиом- 
ларынын шэртини, йэ’ни онун һәр уч һә °ди биринҹи аксиомун,. 
һәр ики һәдди исә икинҹи аксиомун тәләбләрини тэ’мин эдир. 
Бунлардан әлавә (1) ардыҹыллығын биринҹи элементи (бу 
элемент 1-дир) вэ һәр элементдэн сонра билаваситә бир 
эл менти вгрдыр. 

Гейд этмәк лазымдыр ки, низам аксиомларынын дейили- 
ШИНДӘ „ӘВВӘЛ кэлэн“ һә я „сонра кэлэн“ әдәдләр дедикдә, 
үмумиййәтлә, онларын гиймәтләринин бөйүк вә я кичиклийи 
н:зәрдә тутулмур. Гиймәгләри низам аксиомларынын шәртлә= 
руни өдәйән кәмиййәтләрә низамлана бчлән кэмиййэтлэр 
дейилир. Биз кэмиййэтлэрин, үмумиййэтлэ низамланмасындан 
данышмаяҹағыг. 

Низамлаға билән дәйишән кәмиййәтләр ичәрисиндә гиймәт- 
ләри натурал әдәдләр васитәсилә ардыҹыл нөмрәләнә билән 
кәмиййәтләрин хүсуси әһәмиййәти вардыр. Белә дәйишән х 


!. Энгельс, Диалектика природы, Госполитиздат 1948 г. сэн. 208. 
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кэмиййэтини Хь илә ишарә эдәҹәйик. бурада л==1, 2, . 
гиймэтлэр алдыгда х, дэйишэн кәмиййәти ардыҹыл 

Хї, Ху... Хэ... (2) 
кими гиймэтлэр алыр. х, кэмиййэтинин бу ардыҹыл гиймэт- 
ләринин өзүнә мәхсус ганунлары вардыр. Һәр шейдән әввәл (2) 
ардыҹыллығыны гураркән (1) натурал әдәдләр сырасындан 
истифадә этдик. Белә ки, (1) натурал әдәдләр сырасындан 
көтүрүлмүш пл, натурал әдәдинә гаршы дәйишән хи кэмий- 
йэтинин мүәййән ганунла һәгиги Хд гиймэти гоюлур вә бу гий- 
мәтләр ардыҹыл дүзүлүр; л>, олдугда, ардыҹыллығын х, 
һәдди Ха -дән сонра ҝәлир. 

Гейд этмәк лазымдыр ки, һәр бир дәйишән кәмиййәтин 
алдығы гиймәтләри кестэрдийнмиз гайда илә бир-биринин 
ардынҹа нөмрәләмәк мүмкүн дейилдир. Бэ’зэн натурал әдәдләр 
ардыҹыллығы кәмиййәтләрин алдығы гиймэтлэри нөмрэлэмэк 
үчүн кифайәт этмир. Мисал үчүн х кәмиййәти әдәд охунун 0 илә 
1 әдәдләрн арасындакы бүтүн расионал вә иррасионал гиймәт- 
ләри алса, онда алынан бу гиймәтләри бир-биринин ардынҹа · 
нөмрәләмәк мүмкүн олмадығы мэ’лумдур. 

Дәйишән кәмиййәтин алдығы гиймәтләрдән юхарыдакы 
гайда илә әдәдләр ардыҹыллығы гурдуг. Инди әдәдләр арды- 
ҹыллығынын дәгиг риязи тә’рифини верәк. 

Тэ’риф. Ашагыда ҝөстәрилән хассәләрә малик олуб, ар- 
дычыллыгын һәдләри адланан әдәдләр чохлуғуна 20204әр 
ардычыллыгы дейилир: 

1) ардыҹыллығын һәдләринин һамысындан әввәл ҝәлән вэ 
онун биринҹи һәдди адланан, бир һәдди вардыр; 

2) ардыҹыллығын һәдләринин һәр бириндән сонра билава- 
ситә онун бир вэ ялныз Сир һәдди вардыр; 

3) әксинә, биринҹи һәдд мүстәсна олмагла ардыҹыллығын 
рәр һәддиндән әввәл билаваситә онун бир ғә ялныз бир Пэд- 
ди вардыр; белә ки, һәр һәддән әввәл ардыҹыллығын сонлу 
сайда һәдди вардыр. | 

Инди ардыҹыллыға вердийимиз тә’рифин тәләбләрини тәһ- 
лил эдәк. Ардыҹыллығын тә’рифини нәзәрә алыб, онун һәдлә- 
рини сырая дүзсәк көрэрик: 1. Архыҹыллығынын биринҹи 
бәдди вардыр. 2. Ардыҹыллығын биринҹи һәддән башга их- 
тияри һәддини тапмаг олар. Белә ки, биринҹи һәддән сонра 
билаваситә ҝәлән һәдди, йә’ни икинҹи һәдди; икинҹи һәддән 
сонра билаваситә ҝәлән һәдди, Йэ’ни үчүнчү һәдди вә и, а. 
тапмаг вә һәдләрин бу гайда илә тапылмасыны сонсуз сурәтдә 
давам этдирмәк олар. Беләликлә, ардыҹыллығын ‹онсуз 
сайда һәдди олдуғу гәнаәти һасил эдилир, 3, Ардыҹыллығын 
һәр һәддиндән габаг нечә һәдд олдугуну кестэрэн нөмрә 
вардыр. 

Бу хассәләри башга сөзлә ифадә этсэк демэлийик ки, арды- 
ҹыллығын л-ҹи һәддини тапмаг үчүн биринҹи һәддән башлая- 
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раг ардычыллыгын 7-1 һәддини ардыҹыл сурәтдә тапмаг 
лазымдыр. | 

Ардыҹыллыглар мүхтәлиф олур. Бунлардан бэ’зилэри п-чи 
һәдди (юхарыдакы (2) ардыҹыллығында буну х, илә ишарә эт- 
мишдик) вгрилмәсилә гурула билир, белә һәддә ардычыллы- 
гын үмуми һәдди дейилир. Бэ’зилэринин исә бүтүн Пэдлэри 
верилир. Бир нечә мисал көстэрэк: 

ї1-2„9+8, 8-4... ИИ) гә 


бу ардычыллыгда ха = п (7-1) ифадәси үмуми һәддир. Доғ- 

рудан да, л = 1 оланда х,--1 (14-1) = 1:2; и=2 оланда 

х, = 2' (24-1) =2.3; п= 3 оланда х, = 3 (3-1) = 3:4 вә и. а. 

Бу гайда илә ардыҹыллығын бүтүн һәдләрини әлдә эдэрик. 
1:1. 1 1 


) 4 А 9 , 16 » , 99 „ 9% дё „ * * 
1 
ардыҹыллығында исә үмуми һәдд ха = —-дир. Доғрудан да, 
эт п,» 


1 
п = 1 оланда биринҹи һәдд х; = гҮ Баш олар. п==2 оланда 


икинчи һәдд х= = олар. й =3 оланда үчүнчү һәдд 
х ээн РЕ | олар вә и а 
ер 8% 9л 1 | 


Чүт әдәдләр. 2, 4, 6,... ардыҹыллығыны нэзэрдэн кечир- 
миш Олсаг, бурада үмуми һәддин х, =2и олдугуну сөйлэйэ 
билэрик. | | 

Тәк әдәдләр. 1, 3,5... ардыҹыллығын үмуми һәдди 
Ха = 2п — 1 олар. | 

Лакин үмуми һәддин верилмэсилэ ардыҹыллығы гурмаг вә 
ардыҹыллығын верилмәсилә онун үмуми һәддини тапмаг бир 
чох ардычыллыглара хас дейиллир. Мисал үчүн әсли әдәдләр 


ардыҹыллығыны! нәзәрдән кечирәк. Юхарыдакы ардыҹыллыг- 
лардан фәргли олараг: 


08. 5, 17, ТЇ, 1З, 17,19, Э3 


ардыҹыллығы учун л нөмрэли һәддин 
сонлу сайда ҹәбри әмәлләри көстэ 
бу әмәлләр васитәсилә ардыҹыллығын үмуми һәддини (хачи) 
тә'йин этмәк мүмкүн олсун, Бу һеч дә о демәк дейилдир ки, 
биз белә һалларда ардыҹыллыг сөзүнү ишләтмәлийик. 


Инди бә'зи хүсуси вә һәм дә мүстәгил әһәмиййәти олан 
әдәдләр ардыҹыллығындан бәһс эдэк, 


9:48 94. 4» 


үзэриндэ эдилэчэк элэ 
рмэк мүмкүн дейилдир ки, 


3 Әсли эдэдяэрин сонсуз сайда өлдуру китабын | һиссәсиндә исбат эдил- 
миюдир. 77 
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$ 3, ЭДЭДИ СИЛСИЛӘ 


Тутаг ки, 
ат, а», аз, осу йн, 47. . (1) 


эдэдлэр ардычыллыгы верилмишдир, белә ки, бу ардычыллы- 
гын биринҹи һәддиндән сонра кэлэн һәр бир һәдди, өзүн- 
дэн билаваситэ габаг кэлэн һәдлә, бу ардычыллыг үчүн сабит 
олан мүэййэн бир мүсбэт вэ я мэнфи эдэдин чэминэ бэрабэр- 
дир. Бу сабит эдэди 4 илә ишарә эдэк. Бу гайда илә тә'йин 
эдилән әдәди ардыҹыллыға әдәди силсилә вэ 4 әдәдинә 
әдәди силсиләнин фәрги дейилир!. Әдәди силсиләнин тэ”рифи- 
ни нәзарә алсаг: 


а, =а а 
а, = а,-+ӣ 
р 2) 
аһ = ав-1 +1 
мүнасибәтини әлдә эдэрик. Айдындыр ки, @=айу—ак—1 (Ё = 
—2 3,. . .) олар. Әдәди силсиләнин һәдләри биринҹи Һһәд- 


дән башлаяраг артдыгда бу силсиләйә артан әдәди силсилә, 
азалдыгда исә азалан әдәди силсилә дейилир. Мәсәлән, 
2: 3,5: 5: 6.0: ба» 
артан эдэди силсилэдир. Бу эдэди силсилэнин һәдләр фэрги, 
4--3,5--2--5--43,5-52 . . = 1,5 олар. 
8, 4, 0, —4, —8, —12,.. 


әдәди силсилә исә азалан әдәди силсиләдир. Бунун һәдләр 
фәрги 4—4—8 = —4—0 = —12 —(—8) =... = —4 олар. 


1. Әдәди силсиләнин үмуми һәддинин формулу 


(1) әдәди силсиләнин үмуми һәддинин формулуну асанлыгла 
әлдә этмәк олар. Бунун үчүн (2) мүнасибәтиндә һәр әввәл 
кэлэн бәрабәрлийи сонракы бәрабәрликләрдә еринә язаг: 

а, = а;-+Е@ = а +0+4 = а +24, 
а, = аз = а+24+@==а@у+\ За 
бу гайда илә давам этсэк 
ав = 41 (п—1) а (3) 
Формулуну аларыг. 

ак Е ИЛСИЛЭНИЙ үмуми һәддинин (3) формулундан көрүн- 

дүйү кими ац, ату п вә @ кими дөрд элементдэн ихтияри үчү 


_——-——— 


к мәсәләләрә Ринд папирусларында раст кәлмәк 
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* Силсиләләрә аид ил 
олур. 


525--1 


мэ лум икән, (3) формулу васитәсилә дөрдүнчүнү тапмаг Олар 
Мәсәлән, | 
1:2,6:4.::,. 


силсиләсиндә һәдләр фәрги 8-- 1,5-дир. Силсиләнин 


ОН бешин, 
чи һәддинин тапылмасы тэлэб эдилир. Үмуми һәдд Формулу 
көрә 


ду, = 141,5 (185—1) -1--1,5-14 = 1-21 == 29 олур. 


2. Кэнар Пэдлэрдэн эйни узаглыгда дуран һә 


Длэрин 
хассэси 


Инди эдэди силсилэнин биринҹи и һәддини Нәзәрдән кечи. 
рәк (7--ихтияридир): 


ат, а», аз, . . э Чл. (4) 


Бу силсиләнин бэ’зи Хассәләрини көстэрэк: әдәди силсилә- 
нин биринчи п һәддинин ичэ 


* да, бе, йьшо,..,,‚@,, (5) 
һәдләринин фәрги —@ олан Әдәди силсилә аларыг. Доғрудан 
да, бурада а, _;—а, = — (23—031) = — 4 олар. 


Айдындыр ки, биринҹи л һәлдин тэ 
биринҹи һәдд, а, исә Сонунҹу һәддир. (4) дүзүлүшүндэ Ё-чы 
ерлә дуран һәдди ас-- аг--(Ё-1) 4 ф 
билэрик. Һәмин Дүзүлүшдэ ахырынчы 
ердә дуран һәдди һесабламаг үчүн (5) 
этмәк олар. Бунун 
ҝәлмәк лазымдыр: 


дүзүлүшүндэн истифалә 
Үчүн аһ-ин үзэринэ (2—1) (—4) һәддини 


аһ—(Ё—1)4. 

Алынан бу ики һәдди топласаг: 
4, + (8—1) 4+ а; 
алынар. Бунунла, көст 
Мисал учун 1-дэн 100. 


Фәрги исә @==-2 олар. Һәд- 
ләри тәрсинә дүздүкдэ исә — Олар. Әввәлдән 41-чи һәдд 
24-(4-1) 2940.9. 89 

ахырдан 41-чи һәдл исә: 
100—(41— 1) 2 = 100—80 = 20 
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олар. Инди алынан эдэдлэри топласаг 82-|20 -- 102 аларыг. 


Биринҹи һәдлә ахырынҹы һәддин ҹәми дә 2- 100 = 102 
олдуғу айдын керунур. 


З. Әдәди силсиләнин биринҹи л һәддинин ҹәми 


(1) грдыҹыллығынын биринҹи и һәддинин ҹәмини 5, ИЛӘ 
ишарә эдәк: 


5а == а ат аз е. -Г йл--2-Г @л—1 -Г а, 
Эләчә дә, 


$п = 0254-01 4... + ааа, 
олар. 
Бу ики бэрабэрлийи тэрэф-тэрэфэ чэмлэсэк: 
2854 —(а, а). (а. ап ) ЭР (4:44-4а-2 ) “р ОЖ УСУ 
+ (4а-1--Г4,/ (2+0) 
аларыг. Юхарыда исбат этдийимиз хассәйә көрә 


а, а. == 42 @в— =... 
олдуғундан 
25 в == (а. ап). п 
вэ я 
б ад (6) 
2 
олар. Беләликлә, ашағыдакы нәтиҹәни әлдә эдирик. Әдәди 
силсиләнин биринҹи л һәддинин ҹәми, биринҹи вә сонунҹу 
һәдләри ҹәминин ярысы ИЛӘ һәдләри сайынын һасилинә 
бәрабәрдир. 
Силсиләнин үмуми һәддинин дүстуруну нәзәрә алсаг, онун 
биринҹи л һәддинин ҹәми формулу, йә'ни (6) формулу 
а, 4- а, + (п — 1) 2201 (== 14. 
=— ——————— е — —ы— 
2 2 


8 п 
п 
шәклинә дүшәр. 

Мисаллар. 1. Биринчи п дәнә натурал эдэдин чәмиңи 
тапын. 

Айдындыр ки, белә әдәди силсилэнин биринҹи һәдди а,:=1, 
иэдлэр фәрги 4 = 1, л-ҹи һәдди исә аһ == Олар. Бу әдәди 
силсиләнин биринҹи п һәддинин ҹәми ИСӘ 


п(1+ п) 
8.==1 12 а о Пат тар л 
формулу илә тэ’йин олунур. 

ла речте п. дәнә тәк әдәдин ҹәмини тапын. Айдындыр 
ки, тәк әдәдләр ардыҹыллығы, һәдләрияин фәрги 4 = 2 олан 
әдәди силсилә тәшкил эдир. Бу силсилэнин биринҹи һәдди 
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ча уи 
“л 


а, =1, п-чи һәдди исэ а, --1-477--1):2::27-- 1-дир. Бирин- 
чи п Һәддинин ҹәми (6) формулуна әсасән 


2+ (0 —=1).2 
үст 1 4-3 ЯГ Э-Г а а (27 - 1) си --45 Л = р? 
олар. 
Демәли: 


14:34-3-2х хэр (но) жа Ж. 


Натурал әдәдләр ардыҹыллығында биринҹи / дәнә тәк 
эдэдин ҹәмини һәндәси изаһ эдэк. Тәрәфи л олан квадра- 
тын саһәсинин л2 олдуғуну нәзәрә алсаг, тәк Әдәдләрин 
ҹәмини ашағыдакы кими изаһ 
эдэ биләрик. Садәлик учун 
п = 4 олсун. Белә квадратда 
тәрәфи 1-ә бәрабәр олан 16 
квадрат ерләшир. Диҝәр тә- 
рэфдэн 1 +3 --5 + 7 = 42 ол. 
дугу биринчи 4 тәк эдэдин чэ- 
минин формулундан айдын кө- 
рүнүр. Әҝәр тәрәфи 4 ваһид 
олан квадратын тәрәфләрини 
4 бәрабәр ерә бөлсәк вә бөл- 
кү нөгтәләрини гаршы тәрәф- 
ләрдәки уйғун нөгтәләрлә 
бирләшдирсәк, тәрәфи ваһид 
олан 16 квадрат әлдә эдәрик 
(9-чу шәкил). 143 +547 
ҹәми шәкилдә ҝөстәрдийимиз 
квадратын ашағы сағ уҹдан 
башлаяраг гараланан саһәләрин ҹәмини кестэрир. Чэмин би- 
ринчи һәдди ашары саг учдакы квадратын саһәсини, икинҹи 
һәдди ону дахилинә алан гараланан үч квадратын саһә- 
сини, үчүнҹү һәдди ахырынҹы дөрд квадраты лахилинә алан 
беш квадратын саһәсини, дөрдүнчү һәдди исә гараланан 9 квад- 
раты дахилинә алан 7 квадратын саһәсини көстәрир, 


е 
3 ав 
Н 111111) 
3111Г1ТТ: 
111113 
[ТТТ] 


9-чу шэкил 


4. Эдэди орта 


Инди бир нечэ эдэдин Әдәди орта гиймэтини тә’йин эдэк 
вэ онун бэ’зи хассэлэрини кестэрэк. 

Тэриф. аи, а,, ·. ., а, әдәдләринин әдәди орта гиймәти 
бу әдәдләрин ҹәбри ҹәминин һәмин әдәдләрин сайына белун- 
мәсишдән алынан әдәдә дейилир, йэ’ни, 


Ааа, 


п 
верилмиш эдэдлэрин эдэди орта гиймэтидир. 
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1-ҹи хассә. а, В әдәдләринин = әдәди орта гиймәти 


а-- 6 
васитэсилэ дузэлэн а, Флем: р Пэдлэри әдәди силсилэнин 


һәдләридир. 
Доғрудан да, 
а-0 _ зээ р-а 


2 2 
ЛИ" ао _ 0—0, 


2 2 


р — 
Демәли, бу әдәди силсиләнин һәдләр фәрги @ =, 


-дир. 


9-ҹи хассә. Экэр а, а», ---, а, мүәййән әдәди силсиләнин 
биринҹи п һәддидирсә, онда бунун ардыҹыл кетурулмуш һәр 
үч һәдлиндән икинҹи һәдди биринҹи илә үчүнчүнүн ӘДӘДИ 
орта гиймэтиндэн ибарәтдир. 

Тутаг ки, верилмиш әдәди силсиләнин һәдләри фәрги &-дир. 
Онда 


= Ят — @т—1 + 
а = @та+1—— Ёт 

олур. Бурадан. 
Ят = @т—1 + а, 


ат == йт-177 а 


оллуғу ашкардыр. Ахырынҹы “бэрабэрликлэри тэрэф-тэрэфэ 
топласаг 
24аш = @ш—1 + даа 
вэ Я 
_ 4 ш-1 | @ш+1 
" 2 
олар. Бу исэ эдэди силсилэнин ёс (/858:8у:9,. “ээ л) Пэд- 
динин кәнар @ш-1, @т+!1 һәдләрин әдәди орта гиимэти олду- 
куну кестэрир. 
3-чү хассә. Верилмиш ики 0, р эдэдлэри арасына бу эдэд- 
лэрлэ әдәди силсилә тәшкил эдэн 7? дәнә әдәд дахил этмэк 
олар, Бу тэклифин исбатыны бир мисал үзэриндэ нүмайнш 
этдирэк. 
Мисал. 2 вэ 14 эдэдлэри арасына бунларла эдэди силсилэ 
тэшкил эдэн беш эдэд дахил эдин. 
Бу әдәдләри Хү, Хь Хэ Ха Хь ИЛӘ ишарә эдэк. Шәртә 
көрә һәмин әдәдләр элә Олмалыдыр ки, 


2, Хү, х), Хз Ху Хь, 14 
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муэййэн бир әдәди силсилэнин їэдлэри олсун. Бу әдәди 
силсилэнин їэдлэр фэргини 4 илэ ишарэ этсэк: 


х=2 +04, х, = 2 4 24, х = 2 4 3а, х, = 2 44, 
хь, == 24-52, 14 = 2 + 64 
аларыг. Ахырынҹы бәрабәрликдән һәдләр фәргини һесаблая 
биләрик: 


а= “фо 
6 
Онда, 
Хр = 24, ху-2-4-6, х,-2-6--6, 
ж=2 +8 = 10, х = 24+ 10 = 12 
олар. 


Беләликлә, 2 вә 14 әдәдләри арасына бу әдәдләрлә әдәди 

силсилә тәшкил эдән беш әдәд дахил этдик: 
2, 4, 6, 8, 10, 12, 14. 

Мисаллар. 1. Бүтүн икирәгәмли әдәдләрин ҹәмини тапын. 

Айдындыр ки, биринҹи икирэгэмли эдэд 10-дур, йә’ни 
а; = 10, икирәгәмли әдәдләр һәдләринин фәрги 4 = 1 олан 
әдәди силсиләнин һәдләридир. 

Бүтүн икирәгәмли әдәдләрин сайы 90, ахырынҹы икирэгэмли 
әдәд исә 99-дур, онда 

1 9 
к= с=т. .90 = 4905. 

2. Зәнкли саат 24 саатда нечә дәфә зәнк вурар (бу мәсә- 
ләнин һәлли охучулара тапшырылыр). Чаваб 180. 

3. Бир эдэди силсиләнин биринчи һәдди 1-дир. Биринчи 
һәддинин ҹәминин биринчи п һәдди ҹәминә нисбәти исә т?: и? 
кимидир. Силсиләни гурун. Ҹаваб 2 — 2. 

4. Фәрги 4 олан бир әдәди силсиләнин һәдләри ац, а.,: .. 
а,-дир. , 

5 = а{+ ад 3 а? 
ҹәмини тапын. 


Көстәриш. Әввәлҹә (4:--4), ..., (аһ + 4)? һәдләрини 
ачын, сонра шәртдән истифадә эдин. Ҹаваб 


(п — —- 
паза, + “= 1УФв — 1), 

9. Тарихи мәсәлә. Гәдим Мисир мәсәләләринин бириндә 
белә дейилир; 5 адамын арасында 100 емәк элә бөлүнмәлидир 
ки,онларын һәр биринин алдыы емәкләрин сайы әдәди силсилә- 
нин һәдләри олсун. Бундан әлавә биринҹи үч адам тәрәфин- 


дән алынан емәкләрин сайынын Ч? һиссәси, сонунҹу ики адам 


тәрәфиндән алынан емәкләрин сайына бәрабәр олсун. Һәр бир 
адамын нечә емәк алдығы сорушулур. 
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Кечмишдә һәмин мәсәләнин мүэллифи мәсәләни белә һәлл 
этмишдир. Фәрз эдәк ки, ахырынҹы адам бир емәк, ондан 


габагкы адам исә 6 —— емәк (сәбәби кестэрил мәдән) алмыш- 


дыр. Сонра әдәди силсилә дүзәлдәрәк мүәллиф давам этмиш- 

дир. Бу гайда илә дүзәлдилмиш әдәди силсиләнин һәд- 

ләри ҹәми вә я адамларын алдығы емәкләрин сайы 60 олур 

(кәрәк 100 емәк ола иди!). Мәсәләнин һәллинин мүэллифи гейд 

эдир ки, дүзкүн ҹаваб алмаг истәйәнләр алынан һәр емэйин 
сайыны 100-үн 60-а нисбәти дәфә артырмалыдыр. 

Верилән мәсәләни һәлл этмәли вә мүәллифин һәлли илә 

1 од 1 20, 102,12. 

6 6 9 


мүгайисэ этмэли. Чаваб 38 


$ 4. БЭНДЭСИ СИЛСИЛӘ 


Инди башга бир хусуси ардычыллыгдан бэйс эдэк. Юха- 
рыда биринчи һәддән башлаяраг һәр сонракы һәдд өзүндэн 
билаваситә габаг кэлэн һәдлә бүтүн һәдләр учун сабит олан 
бир әдәдин ҹәминә бәрабәр олан хүсуси ардыҹыллыгдан бәһс 
этдик вә бу ардыҹыллығы әдәди силсилә адландырдыг. 

Инди фәрз эдәк ки, 

а, аз, 43...» ап» » +2 (1) 


ардыҹыллығында биринҹи һәддән башлаяраг ардыҹыллығын 
һәр сонракы һәдди әввәлки һәдлә бүтүн ардыҹыллыг үчүн 
сабит олан бир мүсбәт вә я мәнфи әдәдин һасилинә бәрабәр- 
дир. Белә ардыҹыллыға /әндәси силсилә, ардыҹыллығын сабит 
вуруғуна исә һәндәси силсиләнин ортаг вуруғу дейилир. Бу 
тәрифи нәзәрә алсаг (1) ардыҹыллығынын һәдләринин ашағы- 
дакы хассәләрә малик олдуғуну керэрик. 


1. Һәндәси силсиләнин үмуми һәддинин формулу 


Тутаг ки, 9 һәндәси силсиләнин ортаг вуруғудур. Онда 
а, = 29, @з = 10, ® » ., а, = @0-1'9, . • . (2) 
мүнгсибэтлэрини алырыг. (2) ардыҹыллығында һәр әввәлки 
һәдди сонракы һәддә еринә язсаг 


а = а, :9, аз = а, .9?,. ... Ф = 9:9, . е “< (3) 
аларыг; бурада а. = @+@ (4) 


һәддинә (2) ардыҹыллығынын үмуми Ләдди дейилир. п нем- 
рэсинэ 1, 2, вә и. а. натурал гиймэтлэр версэк (4) формулу 
васитәсилә (3) ардычыллыгынын бүтүн һәдләрини әлдә эдэ- 
рик. Һәндәси силсиләйә аид бир нечә мисал вә мәсәләләр 
костэрэк. 
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1. Тарихи мәсәлә. Рәвайәтә көрә һинд шаһзадәси Сирам 
шаһматы ичад эдән шәхси өз янына дә вәт эдәрәк онун ихтира 
этдийн оюна көрә һәр нә арзу эдәрсә, бу арзу илә мүкафат- 
ланачагыны дедикдә шайматы ичад эдэн шэхс бурда илә 
мүкафатландырылмасыны истәмишдир. Белә ки, шаһмат тах- 
тасынын биринчи ханәси үчүн бир бугда дэнэси, икинчи Ха- 
НәСИ үчүн ики, үчүнчүсү учун дөрд вэ с. һәр кәлән ханәйә 
эввэлкиндэи ики дәфә артыг буғда дәнәси верилмәсини ха. 
Виш этмишдир. Шаһзадә бу мукафатын верилмәсинә разы 
олмуш вэ сорушмушдур ки, буна нэ гэдэр бурда верилмэлидир? 

Шэртэ керә һәр ханэдэки бугда дэнэлэринин сайы өзүн- 
ДЭН ЭВВЭЛ ҝәлән ханәдәкиндән ики дәфә чохдур. Шаһмат тах- 
тасынын 64 ханэси олдуғундан һесаб эдәҹәйимиз һәдләрин 
сайы 64 олаҹагдыр: 

Тәләб эдилән буғданын мигдарыны тә’йин этмәк үчүн кес- 
тәрилән 64 Һәдди топламалыйыг: 

о Ово Д 
һәмин ҹәми белә дә яза биләрик: 
н а а г Ж ШЕ . - 263. 

Бурада икинҹи һәддән башлаяраг ортаг 2 вуруғуну ме’тэри- 
з9 хариҹинә чыхардаг. Мө”тэризэ ичэрисиндэ олан чэмин 
5—263 бәрабәр олдуғу айдын көрүнүр. Беләликлә, 

5 = 1 ++ 2(5— 9868) 
вә я | 
$ =1- 25 — 264. 
$ == 26%4_.] 
алмыш олуруг. 

Бу гайда илэ вериләҹәк буғданын мигдары 28! гүввэтинин 

песабланмасына кэтирилир. Буну да я ардычыл вурма йолу 


ИЛӘ вэ я да 
29 -(8"У = (65536 


ШӘКЛИНДӘ һесабламаг лазым кәлир. Әкәр сонунчу квадрата 
йуксэлтмэ эмэллэрини дэ этмиш олсаг: 


$ == 256%] = 18446744073709551615 
аларыг. Бу гэдэр бурда ләнәләрини ер Үзүнә бәрабәр дөшэ- 
МИШ Олсаг 9 им галынлырында буғда тәбәгәси мейдана кэл- 
миш олар. 


Шүбһәсиздир ки, шаһзадә белә бир бэхшиши верә билмә- 
мишдир. Бу ардыҹыл гиймәтләрдә көрүнэн үмуми гануна көрә 
һәр сонра ҝәлән һәдди тапмаг үчүн ә 


И, о. ӘДӘДЛӘр ардыҹыллығы а һәндәси 
СИлсиләдир. Бурада биринҹи һәдд а, 1, ортаг вурутг 7) монг) 
үмуми һәдд исә ад = (— 1)" 
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"ә бәрабәр ОлдуЕу айдын көрү- 


нүр. п = МЭРГЭ гиймәтләр версәк `һәндәси силсиләнин 
бүтүн һәдләрини әлдә эдә биләрик. Доғрудан да, 


а = е Шы ы 1) 1, 
а: = (—1)2—1 = (у 1, 
й} = (1) (1) 1 вә и. а. 


м | 1 | 
з 7 ийг, — — <  Силсилэсини нәзәрдән кечирэк. Бу 


СИЛСИЛӘДӘ 
1 040—1)! 


\ а; == 1 = — = 2. = 
п ра 
дп 1 


) о э. 
Доғрудан да /-э натурал гиймэтлэр вермэклэ силсилэнин 
бутун Пэдлэрини элдэ эдэ билэрик. 


ва ИЕ 

ин иг ана. 
йар А. 
2 092—1 91 о , 

ша 2011-42-37 1 

с3-41 02 4 


вә и. а. 


Юхарыдакы мисаллары нәзәрдән кечирсэк корэрик ки, бу 
силсиләләрин бэ зилэриндэ биринҹи һәддән сонра ҝәлән һәдләр 
биринҹи һәддән узаглашдыгҹа онларын мүтләг гиймәти артыр, 
бэ зилэриндэ сабит галыр, бэ’зилэриндэ исә һәдләрин мүтлэг 
гиймәти азалыр. 

Тэ’риф. Әҝәр бир һәндәси силсиләнин һәдләри, сыра нөм- 
рәси артдыгҹа мүтләг гиймәтҹә артарса, бу Һәндәси силсиләйә 
артан, әксинә олараг силсиләнин һәдләри, сыра нөмрәси 
артдыгҹа мүтләг гиймэтчэ азаларса она азалан Аәндәси сил- 
силә дейилир. Айдындыр ки, артан һәндәси силсиләдә ортаг 
вуруг мүтлэг гиймэтчэ 1-дэн бейук, йә'ни | 9 | > 1, азаланда 
исә ортаг вуруг мүтләг гиймэтчэ 1-дэн кичикдир. Гейд эдәк 
ки, һәндәси силсиләнин үмуми һәддинин формулуна, йә'ни (4 
формулуна а,, 4, п вә а, дахилдир. Һәмин әдәдләрдән үчүнү 
билсәк дөрдүнҹүнү бу формулун көмәйи илә тапа биләрик 
вә дөрд нөв мәсәлә вә я мисал һәлл эдә биләрик. 

1) 7, 21, 63,. . . һәндәси силсиләсиндә а, = 7, а; = 21 
олдуғундан а, = а,:4, 21 = 7:9 олар. Бурадан 4 = —- =3 
алынар. Силсиләнин бешинчи һәддинин тапылмасы лазым 
ҝәлсә (4) формулунда 9 =3 языб һәмин һәдди һесаблая би- 
лэрик: 

@&#=17'3*% == 7.81 = 567. 
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2) тутаг ки, бир һәндәси силсиләдә 
а," 884, а= 1,5, 9 = 4. 
п-и, йә ни һәдләрин сайы тапылмалыдыр. : С 
Енә дэ (4) формулуна көрә яза биләрик: 384,5: 48-', йә’- 


а цэлийж шар Жей с 


олар. 


2. Һәндәси орта 


Инди ики вә бир нечә "әдәдин һәндәси орта гиймәтини 
тә'йин эдэк. -Тутаг ки, 4,0 мусбэт әдәдләри верилмиш- 
дир. 


Тәриф. + уар әдәдинә а вэ 6 әдәдләринин һәндәси орта 
гиймәти дейилир. 


Һәмин тэ’рифэ истинад эдәрәк әдәдләрин һәндәси орта 
гиймэтинин бэ’зи хассәләрини ҝөстәрәк. 


1-ҹи хассә. а, + аб, В бир һәндәси силсиләнин һәдләри- 
дир. Бу тәклифин доғрулуғу +у а == 0 Женабы нинин 
+0 ар 
дән ҝөтүрүлүр. 

2-ҹи хассә. Тутаг ки, ду, @ 
мүсбәт әдәдләрдән ибарәт вә ‘ортаг вуруғу 4 олан һәндәси 
силсиләдир. Бу силсиләнин һәр үч һәддиндән икинҹи һәдди 


биринҹи һәдди илә үчүнчү һәддин һәндәси орта гиймәтиндән 
ибарәтдир. 


Һәндәси силсиләнин тә’рифинә 


‚т—1, ап, ат+1, » 9 


көрә бир тәрәфдән аш= 
--йш-1 4, диҝәр тәрәфдән аһ = 9+1 
9 
Бу ики бэрабэрлийи тәрәф-тәрәфә вурсаг а?, = аш—_у-ах 
бэрабэрлийини аларыг. Бурадан исә ас---- (ал 1-а алы- 
нар. 


Ики әдәдин һәндәси орта гиймэтинэ верилән тэ’рифи уму- 
[ д 


милэшдирсэк, демәк олар ки, а, һ, с,.. ., {кими л дәнә 
п 

мүсбэт әдәдин һәндәси орта гиймэти -++}' а-Б.с. . _ ] көкүнә 

дейилир. 


Мисаллар. 1. Бир дүзбучаглы үчбучарын тәрәфләринин 
узунлуглары һәндәси силсиләнин һәдләри ола билэрми? 

Тутаг ки, үчбучагын тэрэфлэринин Узунлуғу а, Ё, с-дир, 
белә ки, а < В < с. Әҝәр бу әдәдләр һәндәси силсиләнин һәд: 
ләридирсә, онда гейд этдийимиз хассәйә көрә 


62 == ас (*) 
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и”. 


олар. Үчбучаг дүзбучаглы олдуғуна көрә 
олмалыдыр. Бу ики (9) вә (5) тәнликләрини бирҝә һәлл этсэк, 
бир тәрәфдән а? -{ ас = с?, йэ’ни с? — ас — а? = 0 олар, бу- 
радан с = а +} + 4 _ а+аү 5 

2 2 
вэ Я 


с = —;- (+15) 6) 
Дикәр тәрәфдән исә 
2 гээ? 
ё = = — (1+У5) 
Во Я 
а ——————————— 
б--2-ү2(1-Ү 5) (7) 


олар. Демэли, (6) вэ (7) шэртлэри юхарыдакы әлавә шэртлэр 
дахилиндә дүзбучаглы учбучагын тәрәфләринин узунлуғу олан 
а, 8, с бир һәндәси силсиләнин һәдләри олмасы үчүн зәрури 
шәртдир. Бу шәртләр һәм дә кафидир. Ашағыдакы мисалла- 
рын һәллэдилмәси охуҹулара тапшырылыр. 

2. Һансы дүзкүн үчбуҹағын отурачакы, һүндүрлүйү саһәси- 
нин өлчүлэри һәндәси силсилә тәшкил эдэ билэр? Ҹаваб. Тә- 
рэфлэрин узунлуғу У 3 олан учбучаг. 

3. Бир Нэндэси силсилэнин Пэдлэри а, Б, с, 4 оларса, 

(а? + 62 4- с2) (|+ © + 4?) = (аб + рс + са) 
олдуғуну исбат эдин. 

4. 47 вэ 1269 әдәдләри арасына ики орта мүтәнасиб әдәд 
дахил эдин. Ҹаваб. 141 вэ 423. | 


3. Һәндәси силсиләнин сонлу сайда һәдләри ҹәминин 
формулу 


Тутаг ки, ортаг вуруғу 9 Олан 
а], др, . » о, а,, 
һәндәси силсиләси верилмишдир. Бу силсиләнин биринҹи /- 
һәддинин ҹәмини $, илә ишарә эдэк: 


5, 20, + 8, + 4 Яс... 4. ‚ (8) 
Һәндәси силсилэнии тэ рифинэ көрә 
а = а,'9, а; = 03'9,. , +, @ = 4-9 


олмалыдыр. Онда 
8, = 0, - 21:9 + 454 + „ ЗИ. + @0-1°'9 (9) 


олар. Сонунҹу бәрабәрликдән ортаг 7 вуруғу мө тәрҹзә хари. 
хардаг: | 

чинэ чыхар 56-24, -Н 4(а, -{- 22 + . Л . о, бараба 
(8) бэрабэрлийиндэн а, |- 4+ . ал айн. п р 

лийини тапыб (9)-да еринә язсаг: 

$ = а - 4(8,-4) 
т карй бир дәрәҹәли бир мәҹһуллу тэнлийи 5,-э 
көрә һәлл эдэк: 098,-45, = фа„—-@|. 
Бурада, әҝәр 0 = 1 исә 


б Са ба, (10) 
94-11 
олар. а, = а,:9°%` олдугуну нәзәрә алсаг (10) бәрабәрлийи 
а —— (11) 
4-1 
шәклиндә язылыр. 9 «1 олдугда (10) формулу 
зн = ЗА. (12) 
1—9 


шәклиндә язылыр. 


Мисаллар. 1. 9750 эдэдини дөрд ерэ элэ айырын ки, элдэ эги 
лэн әдәдләр һәндәси силсиләнин һәдләри олсун вэ бу силси- 


ләнин кәнар һәдләрикин фәрги илә орта һәдләри фәргинин 
нисбәти -а бәрабәр олсун, 


Силсиләнин тапаҹағымыз һәдләрини а, Б, с, 4 илә иш 


арә. 
эдэк. Онда а -Ьс-- а = 9750 Олмалыдыр вэ я (11) фор- 
мулуна ҝөрә 
15 4 
ее = 4 ЭЭЛ 
Сурадан К ЛАЙ д Олмалыдыр. Дикәр тәрәфдән шәр- 
тә мей — = —в Олмалыдыр вә я 8(1-0) Е Д 


олар. Сонунҹу бәрабәрлийи садэлэшдирсэк — (1--4-- @°}= 
19 | | : 
767 аларыг; бурада 64? {- 60 -- б— 194 квадрат тәнлийи 


алынар. Һәмин ТӘНЛИЙИ һәлл эдэрэк 9 = ВЕР. 59-14 


12 | 
13 + 5 | 

3 12 12 
— >, Диҝәр тәрәфдән исә @ = 4325 а 29: 


98 
108 ? ан: 


9-нүв биринчи гиймэтини еринэ язсаг: 


3, 9 от 65 
а 1 —— к ——--—— $ иь он, _— —— 
| += : я 9750 вә я -2-а--09750 
онда 
78000 
== 4 12 9 
65 00 олар 
Элэчэ дэ 


б--а-4--1200 лг = 1800, 


рг 0.4 = 1800-3- == 2700, 


4 = с = 2700-2. - 20 4050 


олдугуну кермэк чәтин дейилдир. Беләликлә, 1200, 1800, 
2700, 4050 әдәдләри ахтаэдыгымыз һәндәси силсиләнин Вэд- 
ләри олар. 

2. Бир балонда 1250 л 80 фаизли спирт вардыр. Бу балон- 
дан үч дәфә бәрабәр мигдарда мае көтүрүлмүш вә һәр дәфә 
һәмин мигдарда су әлавә э:илмишдир. Ахырда мэ’лум олмуш- 
дур ки, 125 л тәмиз спирт галмышдыр. Һәр дәфә балондан 
нә гәдәр спирт кетурулмушдур? 

Мәсәләни һәлл этмәк үчүн балонда илк дәфә нә гәдәр тә- 
миз спирт олдуғуну тэйин эдәк. Ашкардыр ки, балонда 
1250 л маеин 80 фаизи тәмиз спиртдир, йә'ни балонда 


1250 60 — 1000 л тәмиз спирт вардыр. Фәрз эдэк ки, З дэфэ- 


нин һәр бириндә балондан х л мае кетурулур вә әвәзинә х 
л су әлавә эдилир. 

Айдындыр ки, биринҹи дәфә көтүрүлән х л маедә 
1000. гәдәр тәмиз спирт ҝөтүрүлүр. Төкүлән су, балонда 


1250 
олан тәмиз спиртин мигдарыны дәйишдирмәдийиндән биринҹи 


мүбадиләдән сонра балонда галан тәмиз спиртин мигдары 
Ж д 1250--х 
а, = 1000 — 1000. == 1000 [1— —— |= 1000. л 
: 1250 ( | 1250 
олар. 
Асанлыгла кермэк олар ки, икинчи вэ үчүнчү мүбадилэлэн 
сонра балонда галан тәмиз спиртин мигдары, ортаг вуруғу 


лө 


— х 
1250 олан һәндәси силсилэнин һәдләридир. 
1250--х 
- ВӘ 


Демәли, биринҹи һәдди а, = 1000, ортаг вуруғу 9= - цэл 
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һәдләри сайы п = 4 олан Һәндәси силсилә алырыг. Шәртә 


ыш 1250 — х \° 
— 1000. [ —————— | = 125. 

Ч | 1250 | 

Бурадан 25 
19:22209 = 5 
1250 
Вэ я 
1250—х = 625, х = 1250 — 625 = 625 

алынар. 


Демәли, һәр дәфә балондан 625 л мае кетурулмуш вә эЕ9Э- 
зинә 625 л су текулмушдур. Инди һәр дәфә балондан кет\- 
рүлән тәмиз спиртин мигдарыны тапаг. Бурада 


„1250—1625 1 


27 Үү ар 8. 
олар. 
Балондан биринҹи дәфә кетурулэн тәмиз спиртин миЕ- 
дары 


1000-—- = 900 л, 


икинҹи дәфә кетурулмуш тәмиз спиртин мигдары 


500--5- — 950. л, 


үчүнчү дэфэ кетурулмуш тэмиз спиртин мигдары исә 
950--1- == 125 Л 
2 


олар. 
5 5. РЕКУРРЕНТ АРДЫЧЫЛЛЫГЛАР 


Рекуррент сөзү франсызҹа башланғыҹа гайытмаг демәкдир. 
Рекугрент ардыҹыллыг әвәзиндә бэзэн гайыдан ардычыл- 
лыг да ишлэдилир. Рекуррент ардычьллыглар анлайышы эдэ- 
ди вә һәндәси ардычыллыглар анлайышынын үмумиләшмәси- 
дир. Бу ардычыллыглар анлайышы хүсуси һалда натурал 
элэдлэрин квадратлары, кублары вэ и. а. кими ардычыллыг- 
лары да әһатә эдир. Тутаг ки, 

ит, нә, «© ,› е, ид (1) 
ардыҹыллығы вә к дәнә һәгиги а, йл, . . ., ак әдәдләри 
верилмишдир. Экэр мүэййэн к нөмрэсиндэн башлаяраг сонра 
кэлэн бүтүн нөмрэлэр үчүн 

Ио+к = буйп+к—1-С ак. . .-Кайд (2) 
(п> к> 1) 
бэрабэрликлэри тә'мин олунарса, онда (1) ардыҹыллығына “ 
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а аА 


тәртибдән рекуррент ардычыллыг вэ (2) мүнасибэтинэ исэ 
к тәртибдән рекуррент тәнлик дейилир. 

(2) тәнлийиндән керундуйу кими (1) ардыҹыллығынын 
сонракы һәдләрини һесабламаг үчүн онун әввәлки һәдлә- 
ринә гайытмаг лазым ҝәлир. 

Рекуррент ардыҹыллыға аид бир нечә мисал көстэрэк. 

1. Һәндәси силсилэйэ аид бир мисал көтүрэк. Тутаг ки, 
(1) ардыҹыллығы, өртаг вуруғу 4 олан һәндәси силсиләдир. 
Тә’рифә көрә ҝһ+1 = Чи, олмалыдыр. Бу мисалда к = |, 
а, = 9 олдуғу айдындыр. Демәли, һәндәси силсилә ваһид тәр: 
тибли рекуррент ардыҹыллыгдыр. 

2. Әдәди силсилэйэ аид бир мисал көтүрәк. Тутаг ки, (1) 
ардыҹыллығы, фәрги 4 олан әдәди ардыҹыллыгдыр. Тэ”рифэ 
көрә йп+1 = йһ 4+ 4 олмалыдыр. Бу исә (2) тэнлийи шэклиндэ 
язылмамышдыр, чүнки (2) мүнасибәтиндә сәрбәст һәдд йо :- 
дур. Лакин әдәди силсиләнин һәдләрини (2) шәклинә асанлыг- 
ла салмаг олар. Онун үчүн далбадал кэлэн ики һәдди 


Иһ+2 = Ип+1 15 а 

Ип+1 = Ша Т а 

тэрэф-тэрэфэ чыхаг. Бу Палда аларыг: 
Ип+2 — Ип+1 == Ио+1 — И 


вэ я 
Ип+2 = 2иһ+1 — На 
олар. Бу исә а, =2, а,--1, к = 2 олдуғуну кестэрир. Демә- 
ли, әдәди силсилә ики тәртибли рекуррент ардычыллыг- 
, 
дыр. 


3. Тарихи мэсэлэ. (Фибоначчинин мәсәләси)". рм 
олдуғуна ҝерә һәр бир ҹүт еткин довшандан а пара 
бала төрәйир. Белә ки, тәзә доғулан довшанлар ир Шэн: па 
дә тамам еткинләшир. Мәсәләдә сорушулур ки, р хү 
еткин довшандан бир ил мүддэтиндэ нечэ чүт ёткин Д 
ТҮ мэсэлэни рекуррент ардычыллыглар к ки. 00 
эдэк. Ашкардыр ки, мэсэлэнин ш, шиг 2 Ви а 
овшан вардыр, ‚== 1-дир. 
. а ир «үт довшан төрәйир. Амма е ма. 
дэ әввәлдә олдуғу КИМИ бир чүт олараг уз Усан т, 
и,=1-дир. Ики айдан сонра довшан балалары е хинов = 
пио р та и чүт олур. 
айдан сонра исә е | | 
М Нэйж этмэк үчүн риязи НАДР 8 метол ани 
фадэ этмәк лазым ҝәлир. Тутаг ки, 2— эй дан, БР дрен 
довшанларын сайы йл, / айдан сонра исә йаз рУ аар 
әрзиндә габагҹа олан Фа ёїкин чүтдэн дёВа їл 


ин италян риязий- 
1 наччи вә я Леонардо Пизаниски орта эсрлэр 
е Бу мәсәләни тәгрибәи 1:04-чү илдә сөйләмишдир. РР 


төрэдийн учун л -- 1 айдан сонра еткин чүтлэрин үмуми сайы 
ил+о = На+1 —— Иа Олар. Онда 


и, = щи = д -- 2 = 5, 
п, = Ши = 5 - З = 8, 
йу = Пе -| 06 = 8 -|- 5 = 13 
алынар. Беләликлә, әввәлҹә (#,), бир айдан сонра (15), ики 


алдан сонра (ил), үмумиййэтлэ п айдан сонра (01) вә и. а, 
етһин довшанларын сайы 

Е. Лу дур, © (3) 
арлыҹыллығы илә мүәййән эдилир. Бу ардыҹыллығын һәр 
сонра ҝәлән һәдди билаваситә ики әввәл ҝәлән һәддин ҹәми- 
нә бәрабәрдир. Һәмин гайда илә он ики айдан сонра 144 ҹүт 
еткин довшан төрәйәҹәйиви һесабламаг чәтин дейилдир. 

(3) ардыҹыллығына Фибоначчи ардыҹыллығы, онун әдәд- 
ләринә исә Фибоначчи әдәдләри дейилир. Үмумиййәтлә, Фибо- 
нзччи ардыҹыллығында |, и,-йә башланғыҹ гиймэтлэр дейилир. 
Бу гиймәтләр васитәсилә ардыҹыллығын галан бүтүн һәдләри 
песабланыр. һәмин гиймәтләри дәйишдирмәклә Ип+о=Ип+1-— Ил 
гануниййәтинә риайәт эдиб сайсыз-һесабсыз Фибоначчи 
ардычыллыглары вә әдәдләри әлдә эдә биләрик. 

4. Даһа бир мисал көстәрәк, тутаг ки, натурал әдәдлә- 
рин квадратлары ардыҹыллығы верилмишдир: 

О И 

Айдындыр ки, бу ардыҹыллығын үмуми һәдди иц--/2 олар. 
Эләҹә дә и. = (и + 1)? = и? + 20 4-1 = и -- 98 1 олар. 
Бурадан билаваситә натурал әдәдләрин квадратларындан дү- 
зэлмиш ардыҹыллығын рекуррент ардыҹыллыг олдугуну һәкм 
этмэк олмур, лакин Ип+1 = йһ -- 21 -- 1 ифадәсиндә л-ин үзэ- 
ринэ бир ваһид ҝәлсәк йл+2 = Ип+1--2(04-1)4- 1 = Ип-1--27-1-3 
олдуғуыу керэрик. Алынан ики бэрабэрлийи тэрэф-тэрэфэ 
ЧЫХСаг, Ип+2 — Ип+1 = Ирр — Ип-— 2 олар. Бурадан Ип+2 = 
= 21+: — Ип +2 алынар. Бу сонунҹу ифадэдэ п-ин үзэринэ 
даһа бир ваһид кэлсэк ид,з--2 


Ип+2 — Ип-1 — Ип+1--2 мүнаси- 
бәтини әлдә эдәрик. Инди ахырынҹы ики бәрабәрлийи тәрәф- 
тәрәфә чыхаг: 


МНа-3 — Ип+2 = 2йһ+2 кы Зип “> и 
вә бурадан 


Ит+3 == ЗИп+2 — Зиа + 1738 
рекуррент мүнасибэти әлдә эдилир. Бу исә натурал эдэдлэ- 
рин квадратларындан дүзэлмиш ардыҹыллығын үч тәртибли 


рекуррент ардыҹыллығы оллугуну көстәрир. Әҝәр көстэрилэн 
гайда илә натурал әдәдләрин 1°, 2°, 33, 43, , ., п?,. . . куб- 
лары ардыҹыллығыны тәдгиг этмиш олсаг и, = из олдуғуну 
нәзәрә алыб 


Ип+4 = 4иһ+з — биһ+ә А- Читу 1 ту... 
112 


рекуррент мунасибэтини әлдә эдэ биләрик. Демәли, натурал 
әдәлләрин кубларындан дузэлдилмиш ардыҹыллыг дөрдүнчү 
тэртиоли рекуррент ардычыллыгдыр. 

Нәһайәт гейд эдэк ки, бүтүн дөври ардычыллыглар рекур- 
рентдир. О чүмлэдэн сонсуз дөври онлуг кэсрлэрин онлуг 
ишарэлэри рекуррент ардычыллыг тэшкил эдир. 

Рекуррент ардычыллыгын үмуми хассэлэриндэн бирини дэ 
гейд эдэк: 

Ипак = бү(йл4к-1-Р . .-.-Г бай, 
рекуррент тэнлийини өдәйән һәр бир рекуррент ардыҹыллыг 
мүэййэн Р(х) чохһәдлисинин 

О(х) =1-— ах... – ах" 


чохћәдлисинә бөлүнмәсиндән алынан коэфисиентлэрдэн дүзәл- 
миш ардыҹыллыгла эйни олур. Һәмин чохһәдли 


Р(х) ший | (ио--41841) “БОХ “р (Ик+т—1 —@1Ик+ш—2— 
о аа АН ЭЭ 

шәклиндәдир. Бу тәклифин исбаты охуҹулара тапшырылыр. 

Инди рекуррент ардыҹыллыгларын башга бир хассәси үзә- 
риндә даянаг. Тутаг ки, (2) шәрти дахилиндә (1) ардыҹыллы- 
ғы к тәртибли рекуррент ардыҹыллығы верилмишдир. Исбат 
ЭДЭК КИ, $1 =Ш, 5$2=И., +. ., 8,-4,(4-И, +... Ни), арды- 
чыллыг к тэртибли (1) рекуррент ардыҹыллығын һәдләринин 
ҹәминдән дузэлмиш рекуррент  ардычыллыгдыр вә онун 
һәдләри 

8а+к+1 = (1 - а) 5а+к - (42 — @1) $1+к— . .- бу$ь (4) 
рекуррент тэнликлэрини өдәйир. 

Доғрудан да, 

И == $1, И = $2 — И = 55 — $1, . е е 
Па == 50 — (4; „+ оь Иһ-1) == $ — 5-1 

олур. 5, = 0 фәрз эдиб и, = 5,—5, шәклиндә язсаг (2) тэн- 


ЛИЙИНДЭ ш, Иэ,. - Ш. Һәдләринин онларын 5%, $ү,... 
88. . . чэмлэри васитәсилә олан ифадәләрини еринә язаг: 
8 пак балк == @!($а+к-1— $а+к—2) 45 @5($п+к—2—— $п+к—2 ) + 
фе -Г а«(8д оь 1); 
ВЭ я | 
$1+к = (1 | @,)58п+к—1 --(45-- @1)5в+к-2 Г .. 2 (4 


— @к—1)5п — @к$л—1 
олар. Бу ифадәдә л-и л-{ 1 илә әвәз этсэк (4) тәнлийини 
әлдә эдәрик. Ардыҹыллыгларын һәдләри ҹәми үчүн дүзәлән 
бу рекуррент тәнликләр онларын хүсуси ҹәмләрини тапмаға 
имкан верир. Мәсәлән, һәндәси силсилә үчүн Ип= 8,9". 
Наү = Чип ВЭ 51 = И-И Ко. ты м а--29+ ча а ад" 
Олдуғувдан $а+2 =(1 + @)5а+: — 9а олар. Натурал әдәдләрин 
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Квадратларындан дүзэлмиш ардыҹыллыг үчүн исә хүсуси ҹәм. 
ләрин рекуррент мүнасибәти 

$п+4 == 450+3— 6$1+2-|-4514+1—5а 
ифадәсилә тэ’йин эдилир. 


$6. АРДЫЧЫЛЛЫГ ЛАРЫН ҺӘНДӘСИ ТЭСВИРИ 


Инди ардычыллыгларын бэ’зи дахили ганунларығы өйрэ- 
нәк. Бу ганунларын бэзилэри үмуми маһиййәт дашыйыр, 
бэ зилэри исә бу вә я диҝәр конкрет ардыҹыллыгларын мәһз 
Өзүнә мәхсус олур. Ери ҝәлдикҹә Селэ ганунлары гейд эдә- 
чэйик. Һәр шейдән әввәл ардыҹыллығын һәдләринин нөмрә- 
ләри артмагла о һәдләрин дәйишмәси ганунларыны, бу дәйищ- 
мәнин сур’этини тапмаг кими мәсәләләрин Һәлли илә мәшғул 
олачарыг, Она көрә дә әввәлҹә ардыҹыллыглары Һәндәси тэс- 
вир эдэк. Бу мәгсәдлә әдәд оху кетурэк (10-ҹу шәкил). 


лан А 8 с А 


——————————————=———-—---= == р Б н 3 17ьс 
0 


10-ҹу шәкил 


Әдәд оху үзәриндә верилмиш әдәдләрә уйғун нөгтә тапмаг 
үчүн әввәлҹә өлчү ваһиди гәбул этмэлийик. 

Мәсәлән, МЛ парчесыны ваһид парча гәбул эдәк (10-ҹу 
шәкил). Әкәр дүз хэтг узэриндэ + З эдэдинэ уйғун нөгтэни 
тапмаг лазым ҝәләрсә, онда О нөгтәсиндән башлаяр: г саға 
доғру гәбул этдийимиз ваһид парчадан 8 дәфә бейук бир пар- 
ча айырмалыйыг. Бу парчанын сағ уҹуну А илә ишарә эдәк. 
Онда ОА парчасынын \зунлуғу 8 ваһид олар. Бу мэ’нада А 
нөгтәси -- З әдәдинә уйғун олур. Әкәр дүз хәтт үзэриндэ —2 
эдэдилэ уйғун нөгтә тапмаг лазым ҝәләрсә, О нөгтәсин- 
дән бшлаяраг сол тәрәфдә бир уҹу О нөгтәсиндә олан 
вә верилмиш ғаһид пајчадан ики дәфә бөйүк бир парча 
көтүрмэлийик (һәмин парчанын уҹ нөгтәсини В илә ишарә 
эдәк). 


Верилмиш әдәд иррасионал олдугда мэ’лум гайдадан исти- 
фадә эдиб ону әдәд оху үзәринлә гура биләрик. 

Бу гайла илә габагҹадан верилән һәр бир әдәдә лүз хәтт 
үзәриндә уйғун олан бир нөгтә тапмаг олар. 

Тәрсинә, дүз хәтт үзәриндә бир уҹу О нөгтәсиндә вә ди- 
ҝәр уҹу С нөгтәсиндә олан һәр һансы парча көтүрмүш олсаг, 
бу парчада ьаһид парча нечә дәфә ерләширсә алынан әдәд 
парчанын диҝәр уч нөгтәсинә гаршы гоюлмуш олур. 

Мәсәлән, шәкилдә кетурулэн ос парчасында ваһид парча 1,5 
дәфә ерләшир. Она көрә дә 1,5 әдәдини снөгтэсинэ гаршы гоюруг. 

Демәли һәр бир әдәдлә уйғун олан дүз хәтт үзәриндә 
бир нөглэ 1э тәрсинә, дүз хәтт үзәриндә һәр нөгтә илә уйғун 
олан бир әдәд вардыр. Буну нәзәрә алараг ьерилмиш һәр бир 
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эдэдлэр ардычыллыгыны эдэд охуна кечурмэк олар. Мәсәлән, 


| 1 1 1 1 

, Бес! 2 5 » ... єў ... ( ) 
2 3 П 

ардыҹыллығыны әдәд охуна көчүрмәк үчүн әввәлҹә ардыҹыл- 

лығын биринҹи һәдди олан а,= 1 әдәдилә уйғун нөгтэни та- 

паг вә ону 1 илә ишарә эдәк. Сонра ардыҹыллығын икинҹи 


һәдди олан аз = —-— ӘДӘД илә уйғун нөгтәни әдәд оху үзә- 
1 
риндә тапаг вэ ону —— илә ишарә эдэк вә и. а. Бу гайда илә 
2 
1 
ардычыллыгын ихтияри 4а--- һәддилә уйғун олан нөг- 
п 


1 
тәни эдэд оху үзэриндэ тапаг вә ону —— илә ишарә эдэк 
л 


(11-чи шэкил). 
Шэкилдэн керундуйу кими ардыҹыллығын һәдләринин дур- 
дуглары ерлэринин нөмрэлэри артдыгҹа ардыҹыллығын һәдләри 


11-чи шәкил 


о негтэсинэ догру сыхлашыр. О нөгтэсиндэн сара вә сола узун- 
луу = олан бир парча айырмыш олсаг, көтүрдүйүмүз ардычыл- 
лығын бүтүн їїгдлэри кеч һә я тез муэййэн һәддән башлаяраг 
һәмин парчада ерләшәчәкдир. 

Мәсәлән, е=2 олса (1) ардыҹыллығынын бүтүн һәдләри 


1 
[0,2] парчасына дахил олар. к= олса ардыҹыллығын 


биринҹи, икинҹи һәддиндән башга (бу һәдләр г парчасындан 


кәнарда галар) бүтүн һәдләри узунлуғу = = Е олан парча- 


дан (бир уҹу о олан) ерләшәҹәкдир. С кетурулсэ –., 
1 


Хан һәдләр = парчасында, ардычыллыгын биринҹи 10 һәд- 


ди исә һәмин парчадан кэнарда ерлэшэчэкдир. Бу һалларын 
Намыг ында (1) зрлычыллыгынын муэййэн һәдләриндән башла- 
яраг сонра кэлэн бүтүн һәдләри габагҹадан верилмиш узун- 
лугу ғ олан парчада ерлэшир. 

Беләликлә, бир уҹу о нөгтәсиндә олан верилмиш һәр пар- 
чанын ичәрисиндә (1) ардыҹыллығыны сонсуз сайда, хариҹин- 
дә исә сонлу сайда һәдләри ерләшир. 
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Демэли, (1) ардычыллыгынын сонсуз сайда һәдләри, бою 
истәнилән гәдәр кичик көтүрүлэ билэн парчанын дахилиндә 
ерләшир; башга сөзлә ардыҹыллығын һәдләринин нөмрәси арт- 
дыгча ардычыллыгын һәдләри сыфра кет-кедэ даһа яхын олур. 
Бу һәгигәт үмумиййәтлә белә сөйләнилир: габагчадан верилмиш 
һәр бир мүсбэт г әдәдинә көрә элә Л№>0 әдәди вардыр ки, 
п> олан бүтүн п-ләр учун | ал | <е оларса, 


ал, а», аз, + * 9) ап, ... (2 
ардыҹыллығы сыфра йығылыр вэ белә ишарә эдилир: 
Ит а,==0: 


П—› оо 


бурада л->соишарәси л-нин һүдудсуз артдығыны кестэрир. Бә’- 
зән ардычыллыгын һәдләринин дәйишмәсини эдэд оху үзәрин- 
дә дейил, мүстәви үзәриндә даһа әяни көрмәк олур. Бир мүс- 
тәвидә башлангыч 0 нөгтэсиндэ кэсишэн поризонтал вэ верти- 
кал охлар (абсис вэ ординат охлары) көтүрэк. Һоризонтал ох 
үзэриндэ бүтүн натурал эдэдлэри гейд эдэк (2) ардычыллы- 
ғынын а, биринҹи һәддини, һоризонтал ох үзәриндә / нөгтэ- 
Синдә галдырылан перпендикуляр үзэриндэ гейд эдәк (йэ’ни 
һәмин перпендикуляр Үзәриндә узунлугу а,-э бәрабәр олан 
парча айыраг), белә ки, экэр а,>0 оларса, һоризонтал охдан 


12-ҹи шәкил 


юхарыда, а,<0 оланда һәмин перпендикуляр үзәриндә а нег- 
тэсини һоризонтал охдан ашағыда гейд эдэк, а, =0 оланда гу- 
раҹағымыз нөгтэ һоризонтал хәтт үзэриндэки 1 нөгтэси үзэ- 
ринә дүшэчэкдир. Бу иши һоризонтал Охун 2, 8,... нөгтәлә- 
риндэн тәкрар этмәклә (2) ардыҹыллығынын һәдләрини мүстэ- 
вийэ көчүрмәк олар (12-ҹи шэкил), Бу гайда илә дэ (1) арды- 
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“ардычыллыгыны көтүрэк. Бу 


ҹыллығынын һәдләрини мустэви үзэринэ кечурсэк 13-чу шә- 

килдэ тәсвир эдилэн 0, а,, ... нөгтэлэрини әлдә эдэрик. 
13-чу шэкилдэн керундуйу кими /-артдыгча /, 2, 93, ..., 

п,... нөгтэлэриндэ чэкилэн уйғун перпендикулярларын бойлары 


13-чу шэкил 


азалыр. /--оошэтиндэ исә һәмин перпендикуляр парчаларын 
бойлары сыфра яхынлашыр. | 
Инди 
п-1 
1-1: 1,--2-4(-15 (3) 


ардыҹыллығын һәдләрини мус- 


тәви үзәринә көчүрсәк алынан нөгтәләрин абсис (һоризонтал) 


охундан каб юхары, 
кап да ашағы дүшдү- 
йүнү көрэрик (14-ҹү 
шәкил), йэ’ни (3) арды- 
ҹыллығынын һәдләри 
абсис оху әтрафында 
рәгс эдиб мүәййән бир 
әдәдә яхынлашмаячаг- 
дыр. 

Башга бир арды- 
ҹыллыг көтүрэк: 
1,29,23...... 48, х - А4) 14-чу шэкиа 

Бу ардыҹыллығы | 
һәм биринчи вэ һәм дэ икинчи 


үсулла һәндәси тэсвир эдэк. 
Верилмиш арды- 


———щ—— ——щ чыллыгы эдэд охуна 
01 22 к кечурмуш олсаг (би- 
кнын ринчи үсул) бу әдәд- 

лэрэ уйкун нөгтэлэр 


олан мәсафәләрин квадраты 


башлангычдан (о—нөгтәсиндән) 
ндән узаглашачагдыр (15-чи 


сур’эти илә башлангыч негтэси 


шәкил). 
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Габагчадан нэ бөйүклүкдэ бир эдэд олурса олсун (4) ар- 
дычыллыгынын һәдләри муэййэн һәддән башлаяраг Вэмин 
эдэддэн бөйүк олачаг вэ бөйүклүкдэ давам эдэчэкдир. 

Әҝәр һәмин ардычыллыгы икинчи усулла һәндәси тәсвир 
этсәк, йә'ни (4) ардыҹыллығынын һәдләрини мүстэви үзәринә 
көчүрсәк, һәдләрин нөмрәси артдыгҹа ардыҹыллығын һәдләринә 
уйғун олан нөгтәләр башланғыҹ нөгтәдән узаглашаҹаг вә 
узаглашмагда давам эдэчэкдир (16-чы шәкил). 

Шәкил үзрә верилмиш 
белә тәсвири бәрабәрсиз- 
ликләр дилинә дә кечирә 

| биләрик. Фәрз эдәк ки, га- 
| багчадан /М--10000 әдәди 
і верилмишдир. Белә бир 
| суал ортая чыхыр: (4) арды- 
| ҹыллығынын /И==10000 эдэ- 
дини ашан һәдләри вармы, 
| йохса (4) ардыҹыллығынын 
132 бүтүн һәдләри верилмиш М 
әдәдиндән кичикдир? Бу 
суала ҹаваб вермәк үчүн (4) 
арлыҹыллығынын үмуми 
һәддини, йә’ни дһ п? һәд- 
дини 10000 әдәди илә 
мүгайисә этмэлийик. Ар- 
ДЫЧЫЛЛЫРЫ 4а24/4 бәра- 
“ГУ 2 зэ” “3 бэрсизлийини өдәйән һәд- 
ләри вармы? Көстәрәк ки, 
16-чы шәкил (4) ардычыллыгынын сон- 
суз сайда белә Пэдлэри 
вардыр. Доғруданда, л? >10000 бәрабәрсизлийи и>100 олан 
нөмрэлэр учун өдәнилир. Мәсәлән, л==101 олса, ацу--(101)2-- 
=10201 олар. 102012-10000 олдугундан Л/==101 нөмрэсиндэн 
башлаяраг кэлэн бүтүн нөмрәләр үчүн, йә’ни /2ЛҮ--101 
үчүн 72>10000 олаҹагдыр. 

Әҝәр габагҹадан көтүрүлэн әдәд /М--106 олса, онда енә дә 
элә бир натурал М№>0 тапмаг олар ки, и>М№ оланда, и2>10% 
олар. Айдындыр ки, /2-10) оланда, и> 108 олар. Она көрә дә 
М--1001 гәбул этсәк, нөмрәси 1001-дэн бөйүк олан бүтүн һәд- 
ләр 10%-дан бөйүк олаҹагдыр, Мәсәлән, а; 0==10022—1074004> 
1000000 һәдди вә ардыҹыллығын сонра ҝәлән бүтүн һәдләри 
108дән бөйүк олаҹагдыр. Беләликлә, габагҹадан көтүрүлән 
М>0 әдәди нә гәдәр бөйүк әдәд олса белә, һәмишә элә на- 
турал „Д>0 әдәди тапмаг мүмкүндүр ки, и>№ олан һәр бир 
п үчүн ад. М олаҹагдыр. Башга сөзлә И-ин артмасы илә ар- 
дыҹыллығын һәдләри һүдудсуз олараг артыр, Белә ардыҹыл- 
лыглара гейри-мәһдуд вә я дағылан ардыҹыллыг дейилир. Әк- 
синә (1), (3) ардыҹыллыглары мәһдуд ардычыллыглардыр. Бу 
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ардычыллыгларын һәр икисинин бүтүн һәдләри 1-и ашмыр, 
Бу ардыҹыллыглард ін (1) ардычыллыгы йығылан, (3) арды- 
ҹыллығы исә дағылан ардычыллыгды ». 

Биз бэ’зи хүсуси ардычыллыгларын йығылыб-дағылмала- 
рыны бир гәдәр сәтһи, ингунтив йол илә тә'йин этдик. Инди 


исә һаггында данышдығымыз риязи анлайышларын ҹидди тэ”- 
рифләрини верәк. 


$ 7. ЛИМИТ ҺАГГЫНДА 


Кэмиййэтлэрин дэчишмэ просесләрини нәзәрдән кечирлик- 
дә көрүрүк ки, онлардан бэ зилэринин дәйишмә просеси ара- 
сы кәсилмәйән —фасиләсиз, бә’зиләрининки исә фасилэли— 
<ычрайышлыдыр. Мәсәлән, бошлугда сәрбәст дүшән ҹисмин 
ерэ энмэ просеси фасиләсиз —кәсилмәз просесдир вэ бу про- 


сес замачы ҹисмин кетдийи йол кәсилмәз дәйишән кэмиййэт- 
дир. Бурада ҹисмин ердән олан һүндүрлүйү арасы кәсилмәдән 
дәйишәрәк сыфра яхынлашыр. Бу кәмиййәти х илә ишарә 
эдэк. Айдындыр ки, дәйишән х кэмиййэти сычрайышларла де- 
йил, арасы кэсилмэдэн сыфра яхынлашачагдыр. 


Биз, эйни заманда, гиймэтлэри әдәдләр ардыҹыллығы тэш- 
кил эдэн дэйишэн кэмиййэтлэрдэн дэ юхарыда данышдыг вэ 
белә дәйишән кэмиййэти Ха шәклиндә язмагы шәртләшдик. 
Бурала и-ә сәрбәст дәйишән (аргумент), Ха-ә исә асылы олараг 
дэйишэн (функсия) кими баха биләрик; йэни гиймәтләри 

ЕИ эр ж (1) 
ардыҹыллығыны тәшкил эдэн кэмиййэтэ, аргументи л олан 
функсия кими дә баха биләрик. Бу функсия п=1, 2,3... 
вә и. а. натурал гиймәтләрлә тә йин эдилмишдир, ЙӘ’НИ 2-ИН 
һәр бир натурал гиймэтлэриндэ Хһ-ин муэййэн бир гиймәти 
вардыр. Она көрә дә бурадан натурал әдәдләр чохлуғуна Ха- 
ин тә’йин олдуғу чохлуг дейилир. 

“Натурал әдәдләр чохлуғунда тэ’йин эдилэн функсиялара 
аргументи там гиймәтли функсиялар дейилир вә Хп) илә 
ишарә эдилир. Бурада / символу ї-ин үзәриндә апарылаҹаг 
бүтүн әмәлләри көстэрир, Мәсәлән /(п)=п® там аргументли 
функсиялыр. Бурада / символу и-и квадрата йүксэлтмэ ,эмэ- 
лини әвәз эдир. 

Лакин аргументи ялныз натурал гиймэтлэр дейил, кэсилмэз 
гиймэтлэр алан функсиялар да аз дейилдир. Мәсәлән, 


нё) Е функсиясынын гиймәтләри васитәсилә сәрбәст дү” 


шэн ҹисмин кетдийи йолун узунлуғуну һесаблайырлар. Бурада 
о һәмин мәһәлдә сәрбәст дүшмэ тә’ҹили, ? исә дүшмә заманы 
олуб, арасы кәсилмәдән дәйишир. 

Демәли, истәр аргументи там гиймәтли, истәрсә дә кэсил- 
мәз гиймәтли функсиялар үмумиййәтлә, дэйишэн кэмиййэтин 
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элә хүсуси һалыдыр ки, бурада бир дэйишэн кэмиййэт 
өз дәйишмә просесиндә башга дэйишэн кэмиййэтдэн асы- 
лы олур. 

Нәзәрдән кечирдийимиз мисалда заман сәрбәст дәйишәндир, 
ҝедилән йол исә замандан асылы олараг дэйишир. 

Аргументи х илә, функсияны у—/(х) илә ишарә эдэк, 
Функсияя һәгиги гиймэтлэр верэн аргументин гиймэтлэри 
чохлугуна функсиянын варлыг областы дейилир. 

Бурада үмумиййэтлэ, / символу /(х) кәмиййәтинин дэ- 
йишмэ ганунуну, дэйишмэ просесинин кедишини, х исэ просе- 
син һалларыны мүэййэн эдир. 

Инди дэйишэн кэмиййэтин лимитинин тәрифини верәк. 

Тэ’риф. Әҝәр дэйишэн х кәмиййәти илә сабит а әдәди 
арасындакы фәргин | х—а | мүтләг гиймэти, дәйишмә просе- 
синин мүәййән һалындан башлаяраг сонра кэлэн бүтүн һаллар- 
да, габагчадан верилән ихтияри мүсбәт әдәддән кичик оларса 
вә кичилмәйиндә давам эдэрсэ, онда белә дәйишән х кәмий- 
йәтинин лимити сабит а эдэдидир вә я х дэйишэн кэмиййэти 
а эдэдинэ яхынлашыр. Буну 


хуа вэ я Птх=а 


шэклиндэ ишарә эдирләр. 

Дәйишән кәмиййәтин лимитинә вердийимиз тэ’рифи бир :ә- 
дәр изаһ эдэк. Тэ’рифдэ дэйишэн кәмиййәтләрин сабит ӘДӘД- 
дән олан фәргинин мүтләг гиймәти габагҹадан верилән ихти- 
яри мүсбэт эдэдлэ мүгайисэ эдилир. Бу мүгайисәнин ики мү- 
һүм ҹәһәти нәзәрә алынмалыдыр. Биринҹи ҹәһәт, дэйишэн кэ- 
миййэтин сабит эдэдлэ мүгайисәсиндә габагҹадан верилән мүс- 
бәт әдәдин там ихтияри олмасыдыр. Икинҹи ҹәһәт исә кэмий- 
йәтин дәйишмә просесинин элә бир һалынын мөвчуд олмасы- 
дыр ки, бу һалдан сонра кәмиййәтин алдығы гиймәтләрлә са- 
бит әдәд арасындакы фәрг мүтләг гиймәтҹә габагҹадан вери- 
лән һәр бир мүсбәт әдәддән кичик олур. Һәр бир дәйишән 
кэмиййэтин дәйишмә просесинин өзүнэ мәхсус һаллары вар- 
дыр. Мәсәлән, х кәмиййәти замандан асылы олараг дәйиш- 
дикдә, | Х--а | фәрги мүәййән замандан башлаяраг кэлэчэк 
заманларда габагчадан верилэн ихтияри мүсбэт эдэддэн кичик 
олур. Бурада дэйишмэ просеси заманла әлагәдардыр. Кэмий- 
йәтин алдығы гиймэтлэрдэн ардыҹыллыг дүзәлтмәк мүмкүн- 
дүрсә, просесин юхарыда гейд этийимиз мүэййэн һалы эвэзин- 
дэ ардыҹыллығын Вэдлэринин муэййэн немрэси сечилмэлидир. 
Она көрэ дэ дэйишэн кэмиййэтин лимитинә верилән тэ’риф 
ардыҹыллыг үчүн ашағыдакы кими олмалыдыр. 


Тэ’риф. Әҝәр габагҹадан верилән һәр бир мүсбэт є әдәдинә. 
көрә элә бир натурал № әдәди вардыса ки, л >// бәрабәрсиз- 
лийини өдәйән бүтүн и-ләр үчүн (1) ардыҹыллығынын һәд- 
ләри илә сабит а әдәдинин фәргләри мүтләг гиймәтҹә е әдә- 
диндән кичик оларса, йә'ни п>/М№ олдугда | ха--а | <$ оларса, 
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лэн 


сабит а әдәдинә (7) ардычыллыгынын лимити дейилир вэ 
ШИ, =@ 
п, 
шәклиндә язылыр. Сонлу лимити олан һәр бир ардыҹыллыға 
йығылан ардыҹыллыг дейилир. Бу тә’рифин әсл мапиййэтини 
билмәк үчүн онун ашағыдакы әсас ҹәһәтләринә хүсуси фикир 
верилмәлидир: 

1) габагҹадан верилән мусбэт = әдәди ихияридир. Бу ҹәһәт 
ардыҹыллығын кифайәт гәдәр бөйүк нөмрәли һәдләринин сабит 
а әдәдиндән олан фәргләринин мүтләг гиймәтҹә һәр бир мүсбәт 
эдэддэн кичик ола билмәсини кестэрир. 

2) верилмиш 2-0 әдәдинә көрә натурал /У әдәди сечилэ 
билэр. Бу ҹәһәт натурал // әдәдинин з-дан асылылығыны 
көстэрир. Айры-айры ардычыллыглар учун бу асылылыгы араш- 
дырмыш олсаг, үмумиййэтлэ керэрик ки, =>9 әдәди кичил- 
дикчэ натурал № әдәди артыр, йә'!ни Хи илә а әдәдләри ара- 
сындакы фәргин мутлэг гиймэтини кифайәт гәдәр кичик з-дэн 
кичик этмәк үчүн кифайәт гәдәр бөйүк нөмрәли һәдләрин ҝө- 
түрүлмәси лазым ҝәлир. Биз №-ин =-дан асылы Олараг сечил- 
мәсини юхарыдакы мисалларда гисмән көрдүк. 


3) тэ’рифдэ мэ’лум а әдәдинин (1) ардыҹыллығынын лимити 
олдуғу көстәрилир. Верилмиш ардыҹыллығын лимитини тапмаг 
гайдасы исә көстэрилмир. 


Дәйишән кәмиййәтин лимитинә верилән тәрифи кәсилмәз 
аргументли функсия һаггында демәкдән өтрү әввәлҹә аргу- 
ментин дэйишэрэк мүәййән сабит а әдәдинә яхынлашдығыны 
(бу әввәлҹәдән мә’лум олмалыдыр), сонра исә х-и а-я яхын- 
лашдырдыгда /(х)-ин муэййэн бир 6 әдәдинә яхынлашыб- 
яхынлашмадығыны билмәлийик. 

Тә’риф. Әҝәр габагҹадан верилән һәр бир мүсбәт є эдэди- 
нэ көрә, диҝәр бир мүсбэт $ әдәди тапмаг мүмкүндүрсэ вә: 
| х--а | «25 бәрабәрсизлийини өдәйән бүтүн х-ләр үчүн 

| /(х)—Ё | < 
оларса, онда х дәйишәрәк а-я яхынлашдыгда (х==а) В әдәди- 
нэ /(х) функсиясынын лимити дейилир вэ белэ ишарэ эди- 
лир: | 
итЕх). = Б. 
х->а 


Гейд этмәк лазымдыр ки, верилмиш у(х) функсиясына көрә 
5 әдәди, габагҹадан верилән = әдәдинә көрә сечилир. Енә дә 
е-ун ихтияри олмасы х әдәди а-я яхынлашанда Р(х) илә сабит 
Б әдәди арасындакы фәргин мүтлэг гиймэтини истәнилән гэ- 
дәр кичик эдилә билмә имканыны мүэййэн эдир. 

Юхарыдакы тэ’риф х-> о-да белә дейилир, әҝәр габагҹадан 
верилән һәр бир мүсбәт = әдәдинә көрә х-ин элә Хо гиймэти 


тапыла биләрсә ки, 
ЕЛ (хо)—6 | <= 
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бэрабэрсизлийи Х,-дан башлаяраг /(х)-ин тэ’йин областына 
дахил олуб, сонра кэлэн бүтүн Х-лэр үчүн өдэнилэрсэ, онда 
х сонсузлуға яхынлашдыгда д әдәдинә Л (х) функсиясынын ли- 
митн дейилир вэ 

Ни (х) = 


х_,„оо 
шәклиндә ишарә эдилир. 

Лимитин тапылмасында да юхарыдакы тә'рифләрин ролу 
аз дейилдир. Чох вахт, верилмиш кэмиййэтин лимитинин муэй- 
йән әдәдә бәрабәр олдуғу сезилир, сонра исә кэмиййэтин ли- 
митинин һәмин әдәдә һәгигәтән бәрабәр олдуғу тә’риф 
васитәси илә йохланылыр. 

Биз бу ҹәһәтләри айры-айры ардыҹыллығын лимитинин 
тапылмасында бир даһа нүмайиш этдирәҹәйик. 

Мисаллар. 1. Тутаг ки, 


1.2 8 
ээ мышы а, а же 2 
2 383 4 | = 
ардыҹыллығы верилмишлир. Бу ардыҹыллығын үмуми һәдди 
п. — 1 
Ха — 
п 


олаҹағы айдындыр. Исбат эдэк ки, (2) ардыҹыллығынын ли- 
мити 1-дир. Бунун үчүн габагҹадан верилән ихтияри =>0 эдэ- 
ди котурэк. Кестэрэк ки, верилмиш бу е»0 әдәдинә көрә элә 
А?»0 әдәди вардыр ки, и>№ оланда |Ад-1 | <е олар. 

(2) ардыҹыллығынын һәдләрини әдәд охуна көчүрмүш ол- 


: 


43 
4 


17-чи шэкил 


саг, көрэрик ки, бу ардыҹыллығын һәлләра и 
-ин артмасы илә 
эдэдинэ сыхлашачагдыр (17-ҹи шәкил). Ихтиярн натурал п. 


п. — 1 
әдәдинә көрә <1 олмасы айдындыр, 


| 
| 
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(2) ардычыллыгынын лимитинин 1 олдуғуна һәндәси тәсвир 
васитәсилә һөкүм этмэк олмаса да, дуя билирик. Лимитин 1-ә 
бәрабәр олдугуну гэт’и муэййэн этмэк үчүн 1-ин һәр бир ки- 
чик әтрафында ардыҹыллығын муэййэн немрэдэн башлаяраг, 


бейук немрэли бүтүн Пэдлэрин ерлэшдирилдийини көстэрмэ- 
лийик. Она керэ дэ 


п—1 — ] <е 
п 

олдуғуну кестэрэк. 
Лакин: 

п-1 О |1-1-0 | 111. 

п п | п п. 
Демәли, | 
Е 
п 


олмалыдыр. Бу бәрабәсизлийи өдәйән натурал п әдәдләринин 
варлыгыны кестэрэк. Айдындыр ки, бурада п-ин вэ є-ин мүс- 
бэт олдуғуну нәзәрә алараг юхарыдакы бэрабэрсизлийи 


ИС 
= 


шэклиндэ яза биләрик. 


1 ! 
Белә олдугда № әвәзиндә ——-дан бөйүк натурал әдәди 
= 


вә я №. —нун там һиссәсини кетурэ биләрик. Бурада № әдә- 


= 


динин _1__дан вә я є-дан асылылыгы билаваситә керунур. 
Є 
1 
Тутаг ки, Жон 
Олда: -1--108 
Е 
олар. № = 100 көтүрсәк; п>>100 олан бүтүн л-ләр учун 
п— 1 1 1 
2 | 


=—=‹< —— 
п 100 


олар, йә'ни ваһиддән фәрги чин кичик Олан ардычыл- 
лыг һәдләрин нөмрәләри 100-дән бөйүк олмалыдыр. 


1 
Әкәр е= —— көтүрсәк п —— = 300 олмалыдыр. 
300 2 


1—1 
| л 


—1 |<е олмасы үчүн № =300 кетурмэк олар, йэни бу 
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1 
һалда, вайидлэ тарглэриг са -дән кичик олмасы учун ардыҹыл 


лыг һәдләринин нөмрэлэрини 300-дән бөйүк кетурмэлийик. 


1 
емәли, == —— оланда №100, 
А 100 
= 1 оланда /--300 
300 


көтүрүлмэлидир. Бу да бир даһа №-ин =-дан асылылығыны 
билаваситэ кестэрир. 

Демэли, габагчадан верилән ихтияри = эдэдинэ көрә элә 
М`>0 әдәди вардыр ки, ”2»/ олан бүтүн п-ләр үчүн 


п— 1 024 
п 


п — 1 


олар, йә’ни т 


п.2ө / 


22238 


бурада дэйишэн кэмиййэт арта-арта өз лимитинэ яхынлашыр. 
2. Инди тутаг ки, 


ое... (3) 


ардычыллыгынын тәк ердэ дуран һәдләри ваһид, чүт ердэ ду: 


ран Пэдлэри исә сыфырдыр. (3) ардычыллыгы лимити олма- 
ДыРЫНЫ көстәрәк. 


Әксини фәрз эдәк, тутаг ки, (3) ардычыллыынын, лимити 
Вардыр вә бу лимит һәр һансы бир а әдәдинә бәрабәрдир. 


| Хи—@ | <е 
олур. /У-дэн бөйүк олан л эдэди чүтдүрсэ хд-- 
10—02 | < 


олмалыдыр, бу исэ мүмкүн дейилдир, чүнки әввәлҹә г [9 | 


кщ 


О олар, онда 


көтүрсэйдик, тапдығымыз натурал /У-дэн бөйүк чүт п-ләр 
а 
2 


үчүн 


1—1, 1,5 (—1)1-1.. (4) 
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ардычыллыгынын да дағылан о 
Лдугуну көстэрэ 

ээ үмуми Пэддинин х. = (—1)"-1 К л 
лыгла йохламаг олар. п тәк оланда х, =- 1 вә и ч ч | 
хһ== — 1 олур. | а 

27 дэ фэрз эдэк ки, (4) ардычыллыгынын лимити вардыр 
й у лимит һәр һансы бир а әдәдинә бәрабәрдир. нда 
габагчадан верилән һәр бир є`>0 әдәдинә көрә элә натурал № 
әдәди вардыр ки, и>/\№ олан бүтүн л-ләр үчүн |х. — @|<= ол- 

1 1 1--а| 

малыдыр. жалы сона көтүрәк. Онда бу =-на уйғун элә 
натурал № әдәди вардыр ки, ”2»/ олан бүтүн л-ләр үчүн, 
о чүмлэдэн чүт и-ләр үчүн дэ 


1 
| л тєгс а| иг |1+а| 
2 
олмалыдыр; йэ’ни чүт л-ләр үчүн 
1 +а 
НЫ 
| 2 


олмалыдыр. 
1 
|1 — а= |1 + а| олдуғундан 1+ 41< па 


4) ардыҹыллығы лимитинин варлығына 


олмалыдыр. Бу исә ( 
у олмадығыны айдын көстэрир. 


даир фәрзиййәнин доғр 
4. Инди 
1, 25,85,» И. (5) 


ардычыллыгынын һеч бир сонлу лимитэ малик олмадыгыны 


ҝөстәрәк. 


Тутаг ки, а эдэди (5) ардыҹыллығынын лимитидир. Онда 


габагҹадан верилән һәр бир =>0 әдәдинә көрә әлә №>0 әдәди 
вардыр ки, пл:>М оланда бүтүн /-лэр учун | п2—а | <= олма- 
лыдыр. Айдындыр КИ, а>0-дыр. Иа - = әдәдинин ца? е 
сиви л, илә ишарә эдэк. Онда ^+ > Иа + є олар. Инди 
вә л„-}+1 эдэдлэриндэн бөйүк слан там әдәди пл, илә ишарә 
эдәк. Айдындыр ки, п,-дән бөйүк сонсуз сайда і. пердыр: 
Белә п-лэр үчүн т? >а + є олачагдыр, йә'ни /2-/У олан бүтүн 
п-лэр үчүн /2--аре олаҹагдыр. 

Бу исә фәрзиййәмизә ЗИДДИР. Демәли (9) рый 
дагылан ардыҹыллыглыр. 5) ӨЙЫ ЧЫЛЫГЫ нкан е 
истәнилән гәдәр бөйүк Олан һәр бир 212 дах шууран 
сайда бейук Пэдлэринин олдувуну карма чәти 

Бый? ии . ти- 
дир Хачин” ЛИМИТ 

5. Инди исә тутаг Ки, А" я 
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инн сыфыр олдуғуну кестэрэк, йә’ни көстэрэк ки, 


Эрээ Саа чае ОД 
г 


ардыҹыллығынын лимити сыфырдыр. Бурада дэйишэн кэмий- 
йәт өз лимитинэ эһтизаз эдэ-эдэ яхынлашыр, / тәк ӘДӘД ол- 
дугла дэйишэн Хи КЭМИЙЙЭТИНИН ГИЙМ-ТИ мүсбэт, чүт оллугда 
исә мәнфидир, йә'ни дэйишмэ просесиндә Хи Кай өз лимитин- 
дэн бөйүк кай да кичик олур. 

6. Верилмиш а сабит кэмиййэтинин лимитини тапаг. 

Юхарыда гейд этдийимизә көрә һәр бир сабит кәмиййәтә 
гиймәтләри өзүнә бәрабәр олан дәйишән кәмиййәт кими баха 
биләрик. Она көрә дә Хд--0, й = 1, 2,... шэклиндэ язсаг 


ао бую 


ардыҹыллығыны әлдә эдәрик. Исбат эдәк ки, бу ардыҹыллы- 
ғын лимити а-дыр. Доғрудан да, габагҹадан верилән һәр бир 
мүсбәт = әдәдинә көрә бүтүн натурал л-ләр учун 


| ха — а | <е 
| а—а | =0 <. 


Демэли сабит кэмиййэтин лимити езунэ бэрабэрдир. 
7. Варлыг обл. сты 0<х<2 олан / (х) = х? функсиясынын 
х дэйишэни 1-э яхынлашдыгда лимитини тапаг. Исбат эдэк 
ки, бу лимит 1-дир. Тутаг ки, =>0 габагчадан верилэн һәр 
Һансы әдәддир. 8-ны сечэк. Айдындыр ки, әҝәр ваһид х? 
унксиясынын Х--1-да лимитидирсә | х®—1 | <= олмалыдыр, 
йэ’ни | Х-4-11:Х-41 | <= олмалыдыр. Бурадан | 


олар, чүнки 


= 


1+ 


|х — 1|< 


аларыг. 0<х<2 олдуғундан 1<1--х<3 олар. Онда т 
көтүрэк вэ ‚> сечәк, 


Айдындыр ки, |х — 11< 8 олдугда, 0<х<9 олдуғу үчүн 


[02—11 = (х +1) | Х—1|[<8|х — 1|<38==е 
олар. 
Демәли Ит х2 = 1; 


х-1 


бурада ё-нын е-дан асылылығы айдын керунур. 
1 
8, 1 сул функсиясынын х-»со-да лимитини тапаг. 
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Исбат эдэк ки, бу лимит сыфырдыр. Тутаг ки, е2>0 әдәди 
гейд эдилмиш ихтияри эдэддир. р. 1у ‚> 


2 26 


л ыг 


шэртини едэйэн х-лэри тапаг. Йә’ни бурада — <= олмалы- 
х 


1  ——— 
дыр. Башга сөзлә, х? > —, |х|:> и 1 олмалыдыр. Мүтләг 
Е ё 
ГИЙМӘТИ и 1 -дән бейук олан бир х, кетурэк, мәсәлән тутар 
= 


ўй, № = и — 4-1 олсун. Айдындыр ки, |х|>|х‹| олан бүтүн 


х-лэр учун |х] > — 4-1 олачагдыр. 


Онда 


1 1 
< 


1 1 
— —————-—-——— тш —з—ыь——— го — = 
(И от ) зайд Эйч 
олмалыдыр. Демәли, элә х, тапдыг ки, х-ин х, гиймэтиндэн 


башлаяраг сонра кэлэн бүтүн х-ләр үчүн, йэ’ни |х|:>/|х.| бара- 
бәрсизлийини өдәйән бүтүн х-лэр үчүн 


1 
32-9 <• 


бәрабәрсизлийи өдәниләҹәкдир. Бу исә 


олдуғуну сүбут эдир. 

9. Гейд этмәк лазымдыр ки, интуисияя әсасән күман эди- 
лэн лимит, кәмиййәгин һәгиги ЛИМИТИНИН эйни олмая да биләр. 
Мәсәлән, тутаг ки, узунлуғу 4 олан бир дүз хәтт парчасы № 
бәрабәр һиссәйә бел\ нмүшдүр. Ахырынҹы СВ парча‹ы мүс- 
тәсна олмагла һәр бир һиссәни диаметр һесаб эдиб 18-ҹи шэ- 
килдәки кими ярым чеврэлэр чэкэк (17-чи шәклә бахын, 
шэкилдэ АВ парчасы 9 бәрабәр ерә бөлүнмүшдүр). 

Бу ярымчеврәләр бирликдә бир учу А нөгтәсиндә, диҝәр 
уҹу С нөгтәсиндә олан дғлғавари кәсилмәз ХӘТДӘН ибарәт 
олур. Инди белку нөгтәләриғин сайыны артыраг вә һәр дәфә 
АВ парчасынын ени алыһан һиссәләри үзәриндә, ахырынҹы 
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белку мүстэсна олмагла, ярым чеврэлэр гураг. Бу артырманы 
һүдудсуз олараг давам этдирэк, йә’ни //-и сонсузлуға яхын- 
лашдыраг (--со). Белә олдугда С нөгтэси В нөгтэсинэ, дал- 

ғавари хәтт исә АВ дүз хәтт 


парчасына һүдудсуз олараг 
А ЕЕ" в яхынлашыр. Бурада далғавари 
хәттин узунлуғунун, лимити- 
нин АБ пачасынын узунлуғу 
18-ҹи шәкил олан а әдәдинә бәрабәр олду- 
ғуна һөкм эдә биләрикми? 
Бу мәсәләни һәлл эдэк. Шэртэ көрә узунлуғу а олан АВ 


парчасы п бәрабәр һиссәйә бөлүнмүшдүр. Онда, һәр Һиссәнин 
а 
узунлуғу = олачагдыр. Бу һиссәләрин һәр бири диаметр ол- 


дугундан чәкилән чеврәләрин радиуслары -ә бәрабәр 


олмалыдыр. Онда һәр бир ярымчеврәнин узунлуғу ола- 


чагдыр. Белә ярымчеврэлэрдэн (7--1) гәдәр олдуғундан, бун- 
ларын топланмасындан әмәлә кэлэн далғавари хәттин узунлуғу 


{п — 1) == олачагдыр. 


Инди її--со-да бу ифадәнин лимитини тапаг. Һәмин кэмий- 
йәтин алдығы гиймэтлэрини ардыҹыллыг ШЭКЛИНДЭ язаг. 7-2 
оланда, йэни АВ ики ерэ бөлүндүкдэ шэртэ көрэ АВ үзэ- 
риндэ бир дэнэ ярымчеврэ олачагдыр. Онда һәмин ярымчев- 
рэнин узунлуғу 

п 


("п — 1) 


а 

ыы ка 
2п 4 
олаҹагдыр. и=3 оланда, АВ парча 3 бәрабәр һиссәйә бөлүнэ- 
чэк, ярымчеврэлэр исэ ики дэнэ олачагдыр. Онда алынан 


та 
4 


далғавари хэгтин узунлуғу (7-1) дэээ (8-- 1) 2 _ та 
2п 2.3 3 


олаҹагдыр. п =4 оланда исә шәкилдә шэртэ көрә З дәнә 
ярымчеврә көтүрмәлийик, бу чеврәләрдән алынан далғавари 
хәттин узунлуғу 


та та 
ЧЕ | , яв Зуух 
( 2.4 9,4 


эдэдинэ бәрабәр олаҹагдыр. Бу гайда илә давам этсэк 


та. та ха. 
Тэрэ” 2---, 2: аканнан Ви. Кем ла 
2-2 2.8 2-4 заа 1) т, 
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ардычыллыгыны аларыг. Ин 
05 р ди исбат эдәк ки, бу ардыҹыл- 
ЛЫҒЫН ЛИМИТИ “0 -дир. 
Бунун учун габагчадан верилэн һәр бир мүсбэт е эдэдинэ 


көрә элә бир натурал М ә 
р үчүн дэди сечәк ки, П>/М олан бүтүн 


(п. — 1 И» ,. Ж 
Л» кү 
олсун. 
Бурада 
та та ха 


ш йу б ЛЕ. 28 
2 2 21 
олаҹагдыр. 
Демәли 
та < 
— — Е 
оп 


аа тэ’мин эдэн л-ләри =-а көрә сечмәлийик. 
нда 


олмалыдыр. Бу бәрабәрсизлийин дэр ики тәрәфини мүсбэт є эдэ- 
динә бөлүб, п-э вурсаг 


та 
И. “энээ 20 
> 3: 


бэрабэрсизлийини аларыг. 
®4 эдәдинин (л, а, е мэ’лум әдәдләрдир!) там һиссәсини 


Е 
М илә кестэрэк. (Демәк № әдәди е-дан асылыдыр!) | 
Белә олдугда /У-дэн бөйүк бүтүн /ї-лэр үчүн, йә'ни л» 


үчүн 
„Р. д 
2п 
ВЭ Я 
ка та 
п-1)— ——|<* 
( Ж; 7 


олаҹагдыр. Башга сөзлә 
та 
о" 


олаҹагдыр. 


525.9 129 


Демәк л-ьсо-да далғавари хәттин узунлуғу АВ парчасынын 
узунлуғуна (а) дейил, гээн 1,57а эдэдинэ бәрабәр олур. 


Һалбуки, интуисияя истинад эдиб нәтичә чыхарсайдыг, 
дейәрдик ки, далгавари хәттин узунлуғу муэййэн бөлкүдән 
башлаяраг АВ парчасынын узунлуғуна, йә’ни „а*-я чох яхын 
олаҹагдыр. Кәмиййәтин лимитинә верилән дүзкүн тә’рифә 
истинад этдикдә исә бу лимитин а-дан тәхминән 1,57 дәфә 
бейук олдугуну мүәййән этдик. Демәли кэмиййэтин мүэййэн 
бир әдәдә яхынлашдығыны садәҹә һисс этмәк аздыр, бурала 
кэмиййэтин һәмин лимитэ яхынлашмасынын сүр этини дэ дүз- 
күн мүэййэн этмэк лазымдыр. 

Дэйишэн кэмиййэтин муэййэн әдәдә яхынлашмасында онун 
яхынлашма сүр этинин бөйүк ролу вардыр. 


3 8. СОНСУЗ КИЧИЛЭН ВЭ СОНСУЗ БӨЙҮЙЭН КЭМИЙЙЭТЛЭР 
ҺАГГЫНДА 


Сонсуз кичилән кэмиййэтлэр. Биз сыфра йығылан арды- 
чыллыг ($ б, (1) ардыҹыллығы) тәшкил ЭДЭН ДЭЙИШЭН кэмий- 
йәтдән бэйс этдик. Белә дәйишән кэмиййэтлэр олдугҹа чох- 
дур. Бу дәйишән кэмиййэтлэрин тәшкил этдийи ардыҹыллыг- 
ларын сыфра йығылмасы вә я лимитлэринин сыфыр олмасы 
хассәси онлары бир синифдә бирләшдирән әсас ҹәһәтдир. 

Тэ’риф. Лимити сыфра бәрабәр олан кэмиййэтлэрэ сонсуз 
кичилән кәмиййәтләр дейилир. 

Башга сөзлә десәк, мүтлэг гиймәти мүэййэн ердэн башла- 
яраг габагҹадан верилән һәр бир =>0 9ДЭДИНДЭН кичик Олан 
вә кичилмәкдә давам эдэн дәйишән кәмиййәтә сонсуз кичи- 
Лән кәмиййэт дейилир. Белә олдугда, ихтияри є`>0 әдәдинә 
көрә һәмишә элә натурал /:-0 олан әдәди тапмаг олар ки, 
п> М олмагла бүтүн п-лэр учун дэйишэн х, (и = Е НЭ- 
миййэтинин алдығы Ху ГИЙМӘТИНДӘН Сонра кэлэн бүтүн х. гий- 
мәтләри үчүн 

[Ха — 0] = |х| < є 
бәрабәрсизликләри өдәниләҹәкдир. 
Тэ’рифдэн айдындыр ки, лимити муэййэн а әдәди олан 


Олар. Демәли, аа = х, —а сонсуз кичилән кәмиййәт 
Дан Хь = а +- аһ Олар, йә’ни лимити а-я бәрабәр олан х, (п === 
== 1,2,...) дәйишән КЭМИЙЙЭТИНИ Ха = а -|- Фа Шэклиндэ кестэрэ 
билэрик. Бурада а„ муэййэн Сонсуз кичилән кәмиййәтдир. 
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дир. Бура- 


Тэгсинэ, әҝәр дэйишэн хи (л = 1, 2,...) кэмиййэти хи = 4 - ба 
шэклиндэдирсэ, он;а Нт х, = а олар. Бурада а, верилмиш 


П ~» оо 

сонсуз кичилэн кэмиййэтдир. Доғрудан да, х, сонсуз кичилэн 
кэмиййэт олдугундан габагҹадан верилән һәр бир мусбэт = 
әдәдинә ҝөрә әлә № >0 әдәди тапмаг олар ки, и>М оланда 
аз |< олар. Шәртә көрә а, =х„—а-дыр. Демәли, /2-/У оланда 
|хь — @1<= олар. 
Она көрә, х. (п = 1,2,...) кәмиййәтинин лимити а-дыр, 
йэ’ни | | 

ИШ а=, 

п + о 

2 (= 1)" 
п 


Мисаллар. Гиймэтлэри х, = гануну илә дәйи- 


шэн бир кәмиййәт кетурэк. Бурада натурал лп әдәди тәк 
оланда (— 1)%== — 1 олдуғу үчүн, МИРЕ Е 5 олур. п чүт 
п п | 
оланда исә (— 1)" = 1 олдуғу үчүн, х. = а олур. 
п п 
Беләликлә, 
ко” 
ардычыллыгыны әлдә этмиш олуруг. Бу ардычыллыгын лими- 


тинин сыфыр оллуғуну кестэрэк. 
Тутаг ки, > 0 габагҹадан верилән вә истәнилән гәдәр 


кичик әдәддир. Айдынлыр ки, бүтүн /-ләр учун 


| Ха| < — 


п 
олур. |х. |<= бэрабэрсизликлэрини өдэйэн л-и тапаг. Бунун 


үчүн ——<з бәрабгрсизлийини кетурэк. Нэмин бэрабэрсизлийин 
п 


һәр тәрәфини натурал п әдәдинә вуруб =-на бөлсәк 
3 
п> — 
Е 


аларыг. 
3 
— әдәдинин там һиссәсини № илә ишарә этсэк, онда 
Е 


|х. 1<е олар. 


Демәли, | 
іт Ха = 0. 


п -» ОО 


Бу мисалын сэчиййэви тэрэфи ондадыр ки, бурада дэйи- 
шэн кэмиййэт нөвбэ илә өз лимити олан сыфра кай яхынла- 
шыр, кан да узаглашыр. Экэр бу йолла гиймэтлэри 
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14-41) 
П, 


гануну илә дәйишән кәмиййәти нәзәрдән кечирмиш олсаг, ҝө- 
рэрик ки, һәр бир =>0 әдәдинә көрә һәмишә элә // вардыр 


Ха 


ки, й>/У оланда |хн|< —< олар. Онун учун У-И — эдэ- 
п є 


динин там һиссәсинә бәрабәр көтүрмәк кифайәтдир. Бу дәйи- 
шэн кэмиййэтин хусусилийи ондадыр ки, и әдәди тәк оланда 


Ха = 0, п әдәди чүт олдугда исә х„= — олур. Демәли, нәзәр- 
п 


дән кечирдийимиз дэйишэн кэмиййэтин тәк ердә дуран һәдлә- 
ри һәмин дәйишән кәмиййәтин лимитинә бәрабәр олур. Араш- 
дырдыгымыз мисалларда дэйишэн кәмиййәтин өз лимитинэ 
мүхтәлиф гайда илә яхынлашдыгыны көрдүк. Дэйишэн кэмий- 
йәт ҝаһ азала-азала, кан да арта-арта, каһ өз лимит гиймэтини 
ала-ала, каһ да лимит гиймэтиндэн һәм узаглашыб, һәм дэ 
яхынлашмагла, эһтизаз эдәрәк, өз лимитинэ яхынлашыр. Кэ- 
миййәтләрин бу чохчәһәтли тәбиәти онларын практика үчүн, 
мэишэт учун сон дәрәҹә ярарлы олдуғуна ҹанлы мисалдыр. 


Сонсуз бөйүйән кәмиййәтләр. $ 7-дә (5) ардыҹыллығындан 
данышаркән бу ардыҹыллығын габагҹадан верилән һәр бир 


мусбэт бөйүк әдәди мутлэг гиймәтҹә ашан сонсуз сайда Һһәд-. 


ләри олдуғу гэнаэтини һасил этдик. Гиймэтлэри һәмин хас- 
сәйә малик олан дәйишән кәмиййәтләр чохдур. Бу ҹүр кәмий- 
йәтләри бир синфә йыған, онлары бирләшдирән үмуми ҹәһәт 
ондан ибарәтдир ки, бу дэйишэн кэмиййэтин мүтләг гиймэт- 
ләриндән дүзәлән ардыҹыллыгларын һәдләринин дурдуглары 
ерин нөмрәси артдыгҹа һәдләринин гиймәти дә гейри-мәһдуд 
артыр. Бунун даһа дәгиг олан ашағыдакы тә’рифини верәк. 


Тэ’риф. Әкәр габагҹадан верилән һәр бир бөйүк мүсбэт 
М әдәдинә көрә элә натурал № әдәди сечмәк мүмкүндүрсә 
вэ бу һалда и>№ олан бүтүн и-ләр учун |х 44 оларса, он- 
да Хь дәйишән кәмиййәтинә сонсуз бөйүйән кәмиййәт дейи- 
лир вә ЇййХд-- оо ВӘ Я Ха оо шәклиндә кестэрилир. 

Н.о 

Бу дәйишән кәмиййәт өз дәйишмә просесиндә мүәййән гий- 

мэтдэн башлаяраг мүсбэт гиймәтләр аларса, ону ЇййХд---со 
11-00 


илә, мәнфи гиймәтләр алдыгда исә Ит Хд----оо илә ишарэ 
п_,о 
эдилир. 
Мисаллар. 1. Хд--/2, 
Бу һалда, ШХд--- оо олар. 
П..., о 
2, ха=—П# 
Бу һалда Иїпїх«=1Їїш(—л#)= —оо олаҹагдыр. 
П-2-00 П-ФоО | 
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Экэр Хһ сонсуз азалан кәмиййәтдирсә, онда 1 сонсуз бөйү- 
Ха 
йәндир вэ тәрсинә (йохлайын). 

Лимитләр үсулу, юхарыла гейд этдийимиз кими, һәндәсә 
вә ҹәбр үсулу илә һәлл олунмаян бэ’зи мәсәләләрин һәллиндә 
мүвәффәгиййәтлә тәтбиг эдилир. у= х? параболу, х оху вэ 
х=1 дүз хәтти арасында галан саһәнин тапылмасы фикримизин 
доғрулуғуну көстәрән мисаллардан биридир. Көстэрилэн хәт- 
ләрлә әһатә олунан саһәни шәкилдә көстәрәк. Она көрә дэ 


19-ҹу шәкил 


ХОУ дүзбуҹаглы координат системини көтүрәк (19-ҹу шәклә 


бах) вә у= х°, х=1 хәтләрини чэкэк. 
П. — 


[0,1] парчасыны 0,—,—,..., ‚1  негтэлэри 
п п п 

илә п бәрабәр һиссәйә айыраг. Бу нөгтәләрин һәр бириндән 

у=х? параболуну кэсэнэ гәдәр перпендикулярлар галдыраг. 

_ Алынан парчаларын үзэриндэ сол юхары бучагы парабол 

ұзәриндә олан дүзбучаглылар. гураг. Бу дүзбуҹаглылар шәкил; 

дә гараланмышдыр. Һәмин дүзбуҹаглыларын саһәләрини һесаб- 


| | 1 
лаяг. Отураҹагларынын узунлуғу - олан бу дүзбуҹаглыла- 


тапмаг үчүн алынан парчаларын сол 


рын һүндүрлүкләрини | 
— х2 ифадәсиндә Х-ин еринэ язмаг 


учларынын абсислэрини У 


лазымдыр. Она көрә дэ, биринчи дуубулаглийнн саһәси, 


1 
е —: икинҹи дүзбучаглынын саһәси | — | • =; үчүнчү дүз- 
п 
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2017 
бучаглынын саһәси [— |. — вә и. а.; ахырынҹы дузбу- 
п п 


п—1\2 1 
чаглынын саһәси | . — олаҹагдыр. Бу саһәләри топ. 
1) п 


ласаг гараланмыш пиллэвари фигурун саһәсини әлдә эдэрик. 
Пиллэвари фигурун сайасини 5, илэ ишарэ эдэрэк. 


2 | 320. В. 
8 -04-4(1ү + (2) 1+ И НЬ 1 
П. п п П п л л 


1 | 
аларыг. Бурадан — вуругуну мө”тэризэ хариҹинә чыхарыб 
п 


галан ифадәни ортаг мәхрәчә кәтирсәк 


$ 12.224... + (и — 1)? сы 
" п? п 
ифадэсини әлдә эдирик. Айдындыр ки, пиллэвари фигурун са- 
Һәси үчүн тапдығымыз бу гиймәт у= х? параболу, ох оху 
вә х= 1 дүз хәтти илә әһатә олунан фигурун һәгиги саһәсин- 
дән кичикдир. Лакин бөлкү нөгтәләринин сайыны артырмагла 
бу ики саһә арасындакы фәргин кичилдийини кермэк чэтин 
дейилдир. 
Инди 12--22--32--... -4(7--1) ҹәмини Несаблаяг. 
Бу ҹәми с илә ишарә эдэк: 
Ф,-12--2--8-4-...-4(-1). 
Она көрэ дэ, 
(к + 1) — к = 82 + Зк 4-1 
эйнилийини язаг вә к әдәдинә 1, 2,. . .--1 гиймәтләри 
вериб алынан 
28— 18 = 3.12.3. 14-1, 
35 — 2 = 3-22 3.2 + 1, 


* е , . . 23 е . . 2 
хо я «т % ө «ч о „ 


(0—14 18 — (п — 1) = За — 1) 4 (а — 1) 1 
бәрабәрликләрини тәрәф-тәрәфә топлаяг. Айдындыр ки, сол тә- 
рәфдә эйни гүввәтләрин һамысы ислаһ олунаҹагдыр; сағда исә 
ортаг вуруглары мө тэризэ хариҹинә чыхарсаг 
л-1-848-42-4-...-(8-19)4-314-2--... 4. 

+ пт— 1)+(п— 1) 
аларыг, чүнки сагда ] әдәди (7-1) дәфә өЗ-өзү илә топлан- 
малыдыр, Ашкардыр ки, 
Е, от чы реш!) щи, 
Белә олдугда вл ҹәминә көрә | 
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п? — 1 = 39. + 3. 1 Е" 


бир дәрәҹәли бир мәҹһлуллу тәнлик әлдә этмиш олуруг. Бу 
тәнлийи һәлл эдирик: 


Зе, = (п? —1)— И (а 1) = 
200—1) —3штл 10) 00—10) _ 
2 
_ (8125 4-20:48-23н-2)  (в--1а(23-1 
2 9 , 
Бурадан 
4 зг (п — 1)п(2п — 1) 
Е 6 
олур. Белэликлэ, , | 
12-92-6324... + (0—1) = (с ын п—1) 


формулуну әлдә эдирик. 
Онда пилләвари фигурун саһәси 


212 (л —1)п(2п — 1) 
зе бл? 
цаа $ _ (0-01(28-1) 
ни бл? 
олур. Бу ифадәни 1? гү, 1) 
| ма Е? | пл 2 


г. Сағ тәрәфдәки ифадәни ачсаг 


шәклиндә яза | | | 
эн МСЖ: 
1 


олдуғуну керэрик. 


6? 9п 


илә ишарә эдэк. Айдындыр Ки 
ти сыфра яхынлашыр. Демәли, ба СОНСУ 


Дикэр тэрэфдэн 


п->со ШЭртилэ &, кәмиййә- 
з кичилән кәмиййәтдир. 


1 
5а= 3 + ба 
йд ЭТДИЙИМИЗ хассәйә әсасән бир кэмиййэт 


олур, ыда ге 
ур, алых фадэ эдилмишдирсэ онда, 


сонунчу шэкилдэ И 


Ипа 
П.--оо 4 3 
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олдуғуну Векм элә биләрик, Демәли, ахтардығымыз фигурун 
саһәси, тәрәфи 1-э бэргбэр олан квадратын саһәсинин үчдэ 
биринә бәрабәрдир. 


$ 9. АЗАЛАН ҺӘНДӘСИ СИЛСИЛӘ 


Бир сыра меселәләрин Һәллиндә азалан һәндәси силсиләнин 
лимитини тә йин этмэк лазым ҝәлир. Белә ардыҹыллыглары 
бир арая йығьб, онларын лимитини тэ’йин эдэк. 


Тутаг ки, РИЧИ" Р 
ортаг вуруғу 9 олан азалан Һәндәси силсиләдир (19| <1). 
Айдындыр ки, һәмин ардыҹыллығын үмуми һәдди 
йл — а, Ч 4% 
формулу илә тә’йин эдилэчэкдир. Ардыҹыллығын хүсуси ҹәм- 
ләри исә үмуми һәдди 
5 = а; + а, . е ‚ Гал | 

олан бир ардычыллыг эмэлэ кэтирэчэкдир. Азалан Нэндэси сил- 
силэнин ҹәми, онун хүсуси чэмлэриндэн дузэлэн ардычыллыгын 


х» а 
лимитинэ дейилир. Бу лимитин | —-э бәрабәр олдуғуну ис- 


бат эдэк. Мэ’лум олдугуна көрә: 
а — а. 4" 


а а,-д"? 
о... 89. 


Бурадан 


3 


5, — 2 
рем ТЕ 
алынар. Һәмин бэрабэрлийин саг тэргфиндэ дуран ифадәнин 
коэфисиенти л-дән асылы дейилдир. |7|<1 олдуғундан сағ 
тәрәф л- ин гейри-мәһдуд артмасы үлэ азглыб сьфра яхынла- 
шыр. Она көрә дә элә №0 тапмаг олар ки, сағ тәрәф п>М 
олдугла габагҹадан керилэн ихтияри =>0 ЭДЭДИНДЭН кичик 
эдилэ билэр. | 
Демэли, 


Башга сөзлә, азалан һәндәси силсиләнин лимити, сурәти би- 
ринчи һәлдә вә мәхрәҹи ваһидлә ортаг вуруғун фәргинә бәра- 
бәр олан бир кәсрдир. 

Мисаллар. Верилән а= 0.5555 , 
ади кәсрә чевирэк, 
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4. 


‚ . Дөври онлуг кэсри, 


Айдындыр ки, 
5 5 5 


Ф — -— - -- ---0-Р 


10 100 1000. 


5 
шэклиндэ языла билэр. Бу ифадэ, биринчи НЭДДН 10 вэ ортаг 


1 
вуруғу тав азалан һәндәси силсиләдир. Она ҝөрә дә 


5 
т В 
ЕЕ 9 
! 10 
олар, йэ ни 
0,5595 . . = олар. 
Инди исә 
а= 0599... 
дөври онлуг кәсрини ын Р чевирәк. 
9 
03157 1000 


9 1 
олдуғундан бу чэмэ вэ Бәдди т , ортаг Вуружу с олан 
азалан һәндәси силсиләнин хүсуси ҹәмләринин лимити кими ба- 
ха биләрик. 

Она ҝөрә дә 


6 
М МЫШ. 
10 
) әли, 
н 0,999. . . =1. 
Бурадан белә бир нәтиҹә дә әлдә эдэ биләрик: 
а= 0,272 

Е 8 ==0),271999 . 


дөври онлуг кәсрләри эйни ади кәсри ифадә эдир. 
Доғрудан да, 9 


В. 
-——=—— +... = 
ре 0,0727. 10 10000 100000 


9 9 ТЭР: 
—- — : 0,271 -Н и 50,222, 
Я 100 1000 
Башга сөзлә эйни бир расионал әдәдә ялныз бир онлуг кәср 
дейил бир нечәси уйғун ҝәлир. 


== 0,271 -{- 
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Бу дейилэнлэри үмумилэшдирэрэк китабын биринчи һиссә- 
синдә исбатыны тәхирә салдығымыз үмуми тәклифи исбат эдәк: 
бүтүн дөври кәсрләр расионал әдәдләрдир. 

Тутаг ки, 

г--0, ца ... аһ Ё, ыч „ & баб Ё, 
ЛЭЭ ээг 
ифадэси дөври онлуг кэсрин үмуми шэклидир. Бурада а, а, 
: - дһ дөври кэсрин тәкрар этмәйән онлуг ишарэлэри 
групу, б, 6 . . . би исә тәкрар эдэн онлуг ишарэлэри гру- 
пудур. Бу онлуг дөври кәсри 
0), 8, В. « «00: бе. „Ёш агь 


илә ишарә эдәк. Бурада 6, 6, . . . №. дөврдә иштирак эдэн 
онлуг ишарәләр групудур. Бу һалда белә яза биләрик: 
р, р, Ни 
г=0, 2, а. . са Шей + РС +... + ен -- 
б, б, ра 
10%®+1+1 10®+1п+2 ЭР КТУ Ч 10т+2п 
23 1 1 р 
0 
0) 005.5 ь Чао. = 
а гс ЧАС о Т ТТол )+ 
1 р, р. 5) ` | 
| ——— = эс з е + + . о о =), а а» "МЭ" 
710 | 10 10° 10" 
1 1 Е 
. ө т Батага 5 -5 т, -5 . . . |. 
кат 9] аг алтын | 


Азалан сонсуз һәндәси силсиләнин чәминин формулуна кө- 
рә: 


1 1 1 108 
1 шоог аря о. ж—ы—ы— ———_—_ 
10" 7 10% + 12. 109—1 
10 
Демәли, 
5 10" 
г = 0, аа... а 4. ————, 
ке ШТ 10а — 1 


Һәмин ифадәнин сар тәрәфини ортаг мәхрәчә кәтирмәклә Ё 


шәклинә дүшэчэйини йэгин этмэк чэтин олмаз. 


$ 10, МОНОТОН АРДЫЧЫЛЛЫГЛАР 


Кэмиййэтин лимитинин тапылмасы МӘСӘЛӘСИНДӘ эввэлчэдэн 
бу кәмиййәтин лимитинин варлыгыны билмэк дэ чох әһәмий- 
йэтли мэсэлэдир. 

Кэмиййэтин лимитини габагчадан муэййэн эдэн бир нечэ 
эламэт вардыр. Бу әламәтләрдән бири $ 12-дэ көстэрилэ- 
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чэкдир. Лакин элә ардычыллыглар вардыр ки, онларын 
лимитинин варлығыны ашагыдакы принсипләрин кемэйи илә 
мусайэн этмэк олар. 

Белә ардычыллыглардан монотон ардыҹыллығы көстэээ 


билэрик. 

Тэ’риф. Һәдләри аһ+1 ;>аһ бэрабэрсизлийини өдэйэн арды- 
чыллыглара монотон артан ардычыллыг, һәдләри адал! 
бэрабэрсизлийини едэйэн ардычыллыглара исэ монотон азалан 
ардычыллыг дейилир. 

Ё эй 8 п 

Мисаллар. 1,--, -, --, . .., —_, 

2 343 4 п 4-1 
ардыҹыллығы монотон артандыр. 

Доғрудан да, бурада 


7) п 1 
ап == , Сару. = 
п | 1 "--2 
олдуғундан 
п + 1 п (ПЕ 1)®-— п(п--2) 
аһы — @а = — = —— ——————= 


л--2 п+1 (л 4- 2)(п-Е1) 
1 
© (%®-+-9)(®+Е1) 


олур. Бу ифадәнин сағ тәрәфи бүтүн натурал л-ләрә көрә 
мүсбэт олдуғундан 


— 
—— 


ап+1 Ойд 
олаҹагдыр, йэ’ни верилмиш ардыҹыллығын бүтүн һәдләри 
Яп+1 >ал 
мунасибэтивэ табедир. 
Демэли, бу ардычыллыг монотон артандыр.. 
1 1 | 
2, 1, “ЭРЭРЭС тұт , * . . 10 . о 
22 32 п? 
ардыҹыллығы исә монотон азаландыр. Доғрудан да, бурада 
| 


(6 1)“ 


1 | 
ОЛДУР ЇНДЫр КИ,------ <-——,‚ чүнки сурәтләри бэра- 
Дуу үчүн айдындыр пися, у урэтлэри бэр 
бәр олан кэсрлэрдэн мәхрәҹи бөйүк олан кәср кичикдир. 

емэли, аһ) <аһ олур. Башга сөзлә, верилән ардыҹыллыг 


монотон азалан ардычыллыгдыр, 
Монотон артан вә азалан ардыҹыллыға бирликдә монотон 


ардыҹыллыг дейилир. 


ап = Япф1 == 


а. 
п? 
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Һәр бир монотон ардыҹыллығын йығылдығыны һөкм этмәк 

мүмкүн дейилдир. Мәсәлән, 
О ОР ПРИС 

натурал әдәдләр ардыҹыллығы монотон артандыр, йығылан 
дейилдир. Лакин монотон артан ардыҹыллығы юхарыдан мәһ- 
дуддурса, йэни ардыҹыллығын бүтүн Бэдлэри муэййэн бир И 
әдәдиндән кичикдирсэ, онда белә бир ардыҹыллығын И-дэн 
бөйүк олмаян лимитә малик олмасына зеһнән дә олса, инан- 
маға эсасымыз вардыр. Верилмиш ардыҹыллығын бүтүн һәд- 
ләри мүәййән бир И әдәдиндән бөйүк оларса, онда белә ар- 
дыҹыллыға ашағыдан мәһдуд ардыҹыллыг дейилир. Аша- 
ғыдан мәһдуд монотон азалан ардыҹыллығын лимитинин дон 
кичик олмаячагына инана билэрик. 

Бу эламэтлэрэ монотон ардычыллыглар принсипи дейир- 
ләр. һәмин принсипә көрә, юхарыдан мәһдуд олан һәр бир 
монотон артан ардыҹыллығын лимити вардыр. Элэчэ дэ, аша- 
ғыдан мәһдуд олан һәр бир монотон азалан ардыҹыллығын 
лимити вардыр. | 

Монотон ардыҹыллыглар принсипинин интуитив олмасына 
вә инкар эдилмэз бир һәгигәтә бэнзэмэсинэ бахмаяраг, онун 
ҹидди риязи исбатына эһтияҹ вардыр. 

Тутаг ки, 


бү Я, аа (1) 


монотон артан мәһдуд әдәдләр ардыҹыллығыдыр. Һәмин 
ардыҹыллыгда бу әдәдләри сонсуз онлуг кэсрлэрлэ ифадә 
эдэк: 
1 1 1 1 
пр рі, ЭГ ру +++ р... 


(2 2) (2 2) 
а, = ро, О ва: 


ах = ро, рі рер. 
бурада рб’, БЫ, рб, Ба з. 
мәһдуд там әдәдләр ардыҹыллығыдыр. Бу ардыҹыллыг моно- 
тон артан вә мәһдуд олдуғундан онун һәдләри к-нын артмасы 
илә гейри-мәһдуд арта билмәз. Элә бир №, нөмрәси вардыр 
ки, бу нөмрәли һәддән сонра ҝәлән (к> №,) ардыҹыллығын 
һәдләри өзләринин эн бөйүк гиймэтини алёчаг вэ бу гиймәт 
ардыҹыллығын һәдләринин нөмрәси (к2-/,) дәйишдикҹә дэ- 
йишмәйәҹәкдир. Һәмин сабит әдәди (ардыҹыллығын өз һәд- 
дилир) а, илә ишарә эдәк. 

Инди веркүлдэн сонра биринҹи сүтунда дуран әдәдләр 
ардыҹыллығыны нәзәрдән кечирәк: | 


р! р@...р(®.. 
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үмумиййэтлэ л, к=1, 2,... олдугда рі” 


0-дан 9-а кими натурал гиймэтлэр алыр. 

Нөмрәси №-дан сонра ҝәлән ардыҹыллығын һәдләрини 
нәзәрдән кечирәк (к> Л). Тутаг ки, а, һәмин ардыҹыллығын, 
нөмрәси М-дан сонра кэлэн һәдләри иҹәрисиндә биринҹи 
тәсадүф эдилән вә немрэси №, олан ән бөйүк һәддидир (/У,2/, 
олачагы айдындыр). а-ә биринҹи дәфә тэсадуф этдикдән сонра 
һәр дәфә тәкрар эдәҹәкдир. Әҝәр бу ардыҹыллығын сонра 
ҝәлән һәдләри азалсайды онда һәмин һәдләрин нөмрәләри 
М№-дан бөйүк олдуғундан ам,+1, @м,+2,... сабит олдуғу үчүн 
әсас ардыҹыллылыг монотон артан олмазды. 

Инди онлуг кәсрләрин икинҹи сүтунунун һәдләриндән 
дүзэлмиш 


онлуг ишарэлэри 


БУ”, оа 
ардыҹыллығыны нәзәрдән кечирэк. Нөмрэси /-дэн бөйүк олан 
Һәдләри нәзәрдән кечирсэк керэрик ки, мүэййэн № немрэ- 
синдэн (№> Л№,2>№,) сонра кэлэн їэдлэр һәр һансы натурал 
2, эдэдинэ бәрабәр олаҹагдыр. Бу гайда илә галан сүтунлар- 
дан дүзэлэн ардычыллыгларын лимитлэрини,аз, 0,,.. ӘДӘДЛӘ- 
рини вә уйғун №, №, вә и. а. нөмрэлэрини тэ’йин эдэ билэ- 
рик. Алынан эдэди язаг: 

до» 2, 25 * + басс 


Бу әдәдин (1) ардычыллыгынын лимити оллугуну исбат эдэк.. 


Тутаг ки, =>0 габагҹадан верилән әдәддир. ТОР <=-у өдэ- 


йән т-и тапаг. Айдындыр ки, и>№һ олан бүтүн бид һәдләри- 
нин там вә биринҹи т онлуг ишарэлэри а — 9%, 01 02° ' "Ча **° 
әдәдинин там вә уйғун онлуг ишарәләри илә эйни олаҹагдыр. 
Она көрә дә и> № олдугда 


|а — 4] < | 


1077 
олаҹагдыр, йә'ни (1) монотон артан ардычыллыгы мүэййэн а 


һәгиги әдәдинә йығылыр. | 
Монотон ардыҹыллыглар принсипиндән истифадә эдиб, 

чохлу әдәдләр тэ’йин этмәк олар. Бунлардан бир нечәси 

риязийятда тутдуғу мөвгеләринә ҝөрә чох әһәмиййәтлидир. 


< е 


1, е әдәди (эйлер әдәди) 


Биринҹи л натурал әдәдләрин һасилини ж! илә кестэрэк 
(п факториал): 
п! =1.2.3.. 1. 


1 21 


Умуми һәдди | 
-144-43 е 
4 Засгын 3! МРТ 
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гануну илә тэйин эдилэн ардычыллыгы нәзәрдән кечирэк, 
Ашкардыр ки, бу ардычыллыг монотон артандыр, чүнки 


1 1 1 | 1 


7 -1---4-- эь тын ИЕ Р эн хан рэн 
Бас Пп 21 838! | О (0-1)! 
вэ 


да+ —– а, = ————— У 0) 

ЭЕТ 
Диҝәр тәрәфдән бу ардыҹыллыг юхарыдан мәһдуддур. Доғру- 
дан да мәхрәҹдәки 2-дән бөйүк натурал әдәдләри 2 илә әвәз 
этсәк 


х ү ВЕНЕ ЖЕ ЭЭР, КЕ ЖҮ ЖИЙ ОЕ УИ аларыг. 


к! 1:9:3-..6 0 3 к о 9 о 9к—1 
к-я 2, 3,... п гиймәтләрини версәк 


1 п 
1 1 1 2 
п 1 ЕЕ — .. —— 1 атака 
ре. 


==] 


аларыг. Демәли а,<3 олур (бүтүн л-ләр учун). Монотон ар- 
тан ардыҹыллыгларын принсипинә көрә /7-»-со шәртиндә а, 
мүэййэн лимитә яхынлашмалыдыр. Бу лимити е әдәди илә 
ишарә эдәк: 

шта, = е. 


Демәли, р 
РЕН В РИГЕ ЕЗИК (2) 
и 2’ 7 
‚бу ифадә васитәсилә е әдәдини истәнилән дәгигликлә һесаб- 
лая биләрик. Бу әдәд | 
ё--2, 71828183... 


сонсуз онлуг кәсрилә ифадә эдилә биләр. Суал олунур: бу 
онлуг кәср дөвридирми, йә'ни ё әдәди расионалдырмы? Һәмин 
суалын чавабы мәнфидир. е әдәди иррасионалдыр. Әксини 


фәрз эдэк, йә'ни тутаг ки, е расионал әдәддир. Онда е=-2- 
шэклиндэ ҝөстәрилмәлидир. 2<е<3 олдуғундан е там эдэд 


дейилдир. Демәли, 9Ф--эн азы 2 олмалыдыр. (2) эйнилийинин 
һәр тәрәфини 9!-а вурсаг аларыг: 


6.9! =р.2.3...(9 — 1) = [41+ 91+ 3:4. ..9 + 4.5... 4-Р 
1 1 
ТЕТТЕ аана Н 
трт 
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Бу бэрабэрлийин сол тэрэфи вэ саг тэ 


ичэрисиндэки рэфдэ орта ме’тэризэ 


эдэ 
г ме дләр тамдыр, сағ тәрәфдә галыг һәдди исә 
там дейилдир. Бу галыг һәд 
ди —- 
9 дэн кичикдир. Догруданла, 
д> олдугундан вэ галыгда алынан 
1 1 


нее 
4-1 (4+1) (9-2) 
ифадэсинин һәр Вэдди 


+... 


азалыр. Һәндәси силсиләнин уйғун һәдләрини 
вә һабелә унту дәр ашмадыгындан 
2 
1 3 | 
ыы 
32 1 4 9 
З 


ё4 
9 
олдуғундан эдилэн һөкм доғрудур. 


2. Һәгиги әдәдләр расионал әдәдләрин 
лимитидир 


Әдәдләр ардыҹыллыглары әдәдләр синфини кенишләндир- 
мәк үчүн әсас эһтият мәнбәидир. Һәр бир һәгиги әдәдин мүәй- 
йән әдәдләр ардыҹыллығынын ЛИМИТИ КИМИ ТӘ ЙИН ЭДИЛМӘСИ 
ени тәбиәтли әдәдләрин яранмасында әсас амил олмушдур. 
Әввәлҹә һәр бир һәгиги ӘДӘДИН өзүнүн әксийи вә артығы илә 
көтүрүлэн сонлу онлуг һиссәләри ардыҹыллығынын лимити 
олдуғуну исбат эдәк. Тутаг ки, ихтияри мүсбэт а һәгиги әдәди 


верилмишдир: 


а 280, @1 @2° ° '@п: 


Белэ бир | йн 
а,==@у, 815 02" Оо» Фу @2;°**} Ч = бох 91 п 
ВЭ 


1 1 | . 
1 ый 5 == й —— .. 
ал = бо, + ‚ =» а тш, 


10 
= 00, 8)"7 “Ол -Р "0 
эдэдлэр ардычыллыгларыны нәзәрдән кечирэк. 
Мэ’лумдур ки, 


1 
1 
0<—4@й< вэ 0<а—%< 10" 


10" 
олар. (43 


є--габагчадан верилән ихтияри мүсбэт эдэддир. Онла элә 
бир натурал № әдәди тапмаг олар ки, и> № олдугда 
| — а | = 4 — ап < ё 
олар. Айдындыр ки, һәмин № әдәдини 
1 


10" 


мүнасибәтиндән тапмаг кифайәтдир. артдыгҹа 10" КИЧИ- 


лир вә /-» со-да 0. Она көрә дэ мүәййән № немрэ- 


Уе олаҹагдыр. 


синдән сонра 


0" 
Демәли, л:>\/' олдугда 
| — а. | = |0 — 4 < 
олур. Эләҹә дэ 2»// олдугда | л — а] <0 олар, йә’'ни 


ЇШ ав == іт а} ==а. 
п с п->со 

Бу ҹәһәт юхарыда ики һәгиги әдәдин ҹәминә вердийимиз 
тэ’рифи әсасландырмаға имкан верир. Биз ики @ вә В һәгиги 
әдәдләринин ҹәмини онларын уйғун тәгриби гиймәтләринин 
ҹәми васитәсилә тэ’йин этмишдик. 

Һәр бир һәгиги әдәд бу һәгиги әдәди ифадә эдән сонсуз 
онлуг кәсрин сонлу һиссәләринин лимитиндән ибарәт олдуғу 
үчүн, ики һәгиги әдәдин ҹәми вә һасилинә уйғун сонлу һис- 
сэлэрин ҹәм вә һасилинин лимити кими тә’риф верилә биләр: 


а + 8 = іт (а. 4 24) 


а. = Ит (аһ, б) 


$ 11. ЛИМИТ ҺАГГЫНДА ТЕОРЕМЛЭР 


Әяни олмаг үчүн биз дәйишән кәмиййәтин лимитинә аид 
эсас теоремләри әввәлчә ардычыллыглар үзәриндә исбат эдә- 
чәйик. Сонра кәсилмәз дәйишән кәмиййәтләр үчүн дә һәмин 
теоремлэрин өз кучундэ галдығыны көстәрәчәйик. 

‚ 1, Юхарыда дәйишән кәмиййәтин лимитинэ вердийимиз 
тэ’рифин мүһүм ҹәһәтләрини айдынлашдырдыг вә бэ’зи дәйи- 
шэн кәмиййәтләрин лимитини тэ’йин этдик. Лакин, кәмиййә- 
тин бир вә я бир нечә лимити Олдуғу мәсәләсинә тох нмадыг 
Истәр һәлл этдийимиз мисалларда, истәрсә дә нар АЛӘТИН 
лимитинэ вердийимиз тә’рифдә бу вэ я дикэр эдэ о ИЙ” 
йәтин лимити олдуғуну йохладыг, Инди оре бөль бир суат 
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чыхыр: бәлкә, һәмин кэмиййэтин башга бир лимити дә вар: 


дыр? Бу суалын ҹавабы ашағыдакы теоремин исбатынданай - 
дын олаҹагдыр. 


Теорем 1. Әҝәр Һәр Һансы бир а 
ДЫҸЫЛЛЫҒЫН ЛИМИТИ 
варса, бу лимит ялныз бир ооли. Р 


Исбаты. Әксини фәрз эдәк; тутаг ки, а вә ё әдәдләри, ве- 
рилмиш а), а,,...‚ аһ,... ардычыллыгынын ики мүхтәлиф лимит- 
лэридир, йәни тутаг ки, бир тәрәфдән п ап = а, диҝәр тэ- 

п» со 


рәфдән исә т а, = 6-дир. 
й->ео 
Ашкардыр ки, я а> 6 вә я ё»а олачагдыр. Фэрз эдэк ки, 
ф»а-дыр. Тутаг ки, “ВМ, лы. 


-дир. Шәртә көрә а вә В верил- 


миш ардыҹыллығын лимитләридир. Онда һәмин верилмиш 
—а 
биш 


әдәдинә көрә элә /У,, М, натурал әдәдләри олмалы- 


дыр ки, бир тәрәфдән и> №, оланда |а„—а|< ЕЕ ‚ диҝәр 


тәрәфдән исә п>М№, оланда |а, — н<? иы 


вә һәм дэ №,-дән бейукбутун л-ләр учун сонунҹу ики бәра- 
бэрсизликлэр өдәнилмәлидир. Инди д--а фәргини 


фр— а= ( —– а.) — (а— аһ) 


олар. Демәли, һәм №, 


шәклиндә язаг. Бурадан 
р— а <|р — 24-а — а 


бәрабәрсизлийини язмаг олар. 
Юхарыдакы ики бәрабәрсизлийи нәзәрә алсаг 


р-а ёф-а 
2 “р 


[6 — |а — 2 < =р— а 
олдуғуну керэрик. 

Демәли, Р—а<Ё—а олмалыдыр. 

Бу зиддиййәт эйни йығылан ардыҹыллығын ики мүхтәлиф 
лимити олмасы фэрзиййэсинин доғру олмадыгыны кестэрир. Бу 
тәклиф эләҹә дә а>} олан һал учун дә исбат олунур. 

Теорем 2. Лимити олан ардыҹыллыг мәһдуддур. 

Исбаты. Тутаг ки, Ит а, = а-дыр. Онда габагҹадан вери- 

п со 


лән һәр бир мүсбәт ғ әдәдинә (мәсәлән, є == 1 әдәдинә) көрә 
элә натурал М әдәди вардыр ки, ” 2 № оланда |йл--4| < 1 ол- 
малыдыр. Онда, п> № оланда 


| а| = |а + (а — а)|<|а|+- 1а — а|<|а|+Е 1 
олаҹагдыр. Инди, верилмиш ардыҹыллығын биринҹи № Вэд- 
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мүтлэг гиймэтлэрини нәзәрдән кечирэк. Верилмиш бу /У әдәд. 
дэн бириси башгаларындан кичик дейилдир. 


Тутаг ки, 
й а (г«М) 
белә һәддир. Инди (41-41 вә |а; кими ики әдәди мүгайисэ эдэк, 
Бурада я 
|а| {4- 1<|а„ 
вә я да әксинә 
| а] ++ 1> а: 


олачагдыр. 

|4|4-1 вә |а, әдәдләриндән бөйүк оланыны М илә ишарә 
эдәк. Ашкардыр ки, М>0-дыр. 

Демәли, истәр и</Л/, истәрсә дэ 2-У олан бүтүн /-лэр 
учун |а„|<М олаҹагдыр. 

Бунунла теорем исбат эдилмиш олур. 

2. Дэйишэн кэмиййэтлэрин гиймэтлэри эдэд олдувундан, 
эдэдлэр үзэриндэ эдилэн һесаб эмэллэри дэйишэн кэмиййэт- 
ләр үчүн тә'риф вэ тэтбиг эдилэ билэр. 

1) Ха, Ул кими ики дэйишэн кэмиййэтин ҹәми, онларын 
уйғун и=1, 2,... гиймэтлэриндэ тэ’йин эдилэн үчүнчү х, - Ул 
дэйишэн кэмиййэтинэ дейилир. 

2) Ха, Ул кими ики дәйишән кэмиййэт һасили онларын 
уйғун п==1,‚ 2,... гиймәтләриндә тэ’йин эдилмиш үчүнчү хһ-уһ 
дәйишән кәмиййәтинә дейилир. 

8) Ха, Ул кими ики дәйишән кәмиййәтин нисбәти ул-=0 ол- 
дугда онларын уйғун и = 1, 2,... гиймәтләрилә тэ’йин эдилән 


үчүнчү Хп дәйишән кәмиййәтинә дейилир. 
5 | 

Ашагыдакы теоремләр лимитэ кечмэни бир әмәл кими 
характеризә этмэклэ янашы, кэмиййэтлэрин лимитини Несаб- 
ламаг учун, һәм дэ әсас формуллардыр. 

Тутаг ки, ихтияри ики 

Х, Х›,..., Хп.» (1) 
вэ 

Уз» Ўз... Ул, (9) 
ардыҹыллығы верилмишдир. 

Теорем 8. Экэр (1), (2) ардычыллыгларынын лимитлэри 
вардырса, онда бу ардычыллыгларын чэминин дэ лимити вар- 
дыр вэ бу лимит (1), (2) ардычыллыгларынын уйғун лимит- 
лэри чэминэ бэрабэрдир. 

Исбаты. Тутаг ки, Пт Хуян Х, іт у, == у; исбат эдэк ки, 


П -+ 00 1+ со 


Ит (ха -- Уа) == 4 у 
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от ан итча У 


Йә ни: Им (Ху --Ул) = п х, 34-11 Ул, 
11-« © 11 - 00 ТРЕ 
Тутаг ки, г>0 габагҹадан верилән ихтияри әдәддир, Онда 


һөкмән элә №, №, натурал ә 
, дэллэри варды ‚ ИМ 
нений р р рдыр ки, и>№, 


|е –1< -- (3) 
олмалыдыр, 22>/, олдугда исә 
|» — 21<— (4) 


олмалыдыр. 


М\, М, эдэдлэриндэн бейуйуну М илә ишарә эдэк. и> М 
олдугда айдындыр ки, һәм (3) вә һәм дә (4) бәрабәрсизлик- 
лэри өдәниләчәкдир. 

Онда |(ха-_ уһ) —(х -- У) =|(Ха — х) (уо — у) < |Ха--Х| -- 

+ | Уз — у) олдуғундан, п > № оланда (х. + У„)—- 


аферу 2 АЧ = ==е олаҹагдыр. 
Демэли, 


Пт (Ха + Уз} = х + у 


вә я 
іт (Ха + Ул) = іт ха + іт уз 
п со п» оо 11-» со 
формулуну әлдә эдәрик. 

Теорем 4. Үчүнҹү теоремин шәртләри дахилиндә ики арды- 
ҹыллығын фәргинин лимитләри онларын лимитләри фәргинә 
бәрабәрдир, йә’ ни: 

111 (Ха арк Ул) — Ишт Хп ттер іт Уу”, 
П + со П + со П + оо 

Теорем 5. Әҝәр (1), (2) ардыҹыллыгларынын лимитләри 
вардырса, онда бу ардыҹыллыгларын һасилинин дә лимити 
вардыр вэ бу лимит (1), (2) ардычыллыгларынын уйғун ли- 
митләри һасилинә бәрабәрдир. 

Исбаты. Тутаг ки, Итх, = х, іт у = у; исбат эдәк ки, 

П + о оо 


Ит (ха: Уа) = ху вә я Ит (х: ул) = Ит Хз: у олур, йә'ни 
п- = П + өс П- = П + ә 


исбат эдэк ки, габагчадан верилмиш һәр бир мүсбэт г эдэди- 
нә көрә, элә натурал № әдәди вардыр ки, л> № оланда 
|ХаУһ — Ху| < е олур. хауа--ху ифаләсинин үзәринә хуг һәд- 
дини ҝәләк вә чыхаг. Онда; 


Хаўа— ®,у == Хауз Хуа | Хуа Ху --(Ха-Х)Ув-г Хуа у) 
аларыг. Бурадан 
|ХаУа--ХУ| < |ХКо-3| [У] -- х] |У.— У]. 
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Лимит Паггындакы икинчи теоремэ көрә йығылан уһ кәмиййә- 
ти мэйдуддур, йә'ни элә бир мүсбэт М эдэди вардыр ки, бү- 
түн л-ләр үчүн 


| ХА| «ч М 


олаҹагдыр. Инди |х| вә М әдәдләринин бөйүйүнү К илэ. 
ншарэ эдэк. | Ш 


Диҝәр тәрәфдән Ха-» х, уһ + у олдуғу үчүн = ЭДЭДИНЭ 
К 
көрә элә натурал № әдәди вардыр ки, и> М олан бүтүн 
п-ләр үчүн 
© 


Х.Х 
| Ха | < 2К 
(Ж =з] 
Уһ У 2К 
олачагдыр. 
п > М оланда, эйни заманда 
=А Е 
Хауп—Х ыдан К —— == г 
| пуп у | < 28 + оК. 
олачагдыр. 
Демәли, 
Шт (Хул) = х: у 
П ~» оо 
вэ Я 


іт (Хауа) = Шт ха - Ни уз 
П-» со П-» со ДП-» оо 


олур. Сабит кэмиййэтлэрин лимити өзүнэ бәрабәр олдуғу 
үчүн бу теоремэ көрэ, 

Ишт (2-х) = айт ха 

П + со П» со 
олар; башга сөзлә десәк, әҝәр бир ардыҹыллығын лимити вар- 


са, сабит кәмиййәти лимит ишарәси гаршысына чыхармаг 
олар. | бол 


Хүсуси һалда а =—1 оларса, ауц-- Е Уа олар. Демәли 
Ит (— Уа) = — у олар. 
П-» со 

Онда 


Хп — Уп = Хь -- (— уһ) 
эйнилийи доғру олдугундан үчүнчү теоремә көрә, 
Ит (Ха--Удл) = Шт [ха + (- Ув)] = Ит в -- Ши (— уа) = х — У 
п- со П-» со п со П-» со 
мүнасибәтиви глдэ эдэрик, Бу исә дөрдүнчү теоремин исба- 
тындан ибарәтдир. 


Теорем 6. Һәмин шэртлэр дахилиыдә әкәр (2) ардычыллыгы” 
ны н лимити сыфыр дейилдирсэ, онда (1) вэ (2) ардычыллыгла- 
рынын нисбэтинин лимити онларын лимитлэри нисбэтинэ бэра” 
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т Ха 


“бэрдир, йэ’нн іту, == у-Е0 оларса Ит та „ш... 
Я-» оо П— со Ул Ит Уп 


Исбаты. Тутаг ки, енә дә іт хил = х-дир. 


П -» со 


Әввәлҹә исбат эдэк ки, 
1 
Ит — = Е : 
п” Уд у 


Она керэ дэ, 


фэргини гнймэтлэндирэк, 


п 


4.41. 19-31 
Уп у | Уа [У | 
аларыг. Лимитин тэ’рифинэ көрә л-ин сечилмэси илә |Ула--Уги 
габагчадан верилэн һәр бир әдәддән о ҹүмләдән 5 | -дэн дэ 
кичик этмәк олар, йә'ни элә бир натурал №, әдәди вардыр 
ки, п > №, оланда | Улл-уУ | < | - | олачагдыр. - 
Онда, | | | 
[у| = |(у—У)-+ У 1 < 1 уу | - |У | 
доғру олдуғундан, |у | — | уа | < | У— Уһ | < шон 
олар. | БЖ 
Демәли, п > М, оланда 
-1»16- ЗҮС 
олмалыдыр. Бу бэрабэрсизлийин һәр тэрэфини (—1)-ә вурсаг 
Јај > э (5) 


бәрабәрсизлийини аларыг, Диҝәр тәрәфдән габагҹадан ве- 
рилмиш = > 0 әдәдинә көрә элә М натурал әдәди сечмәк мүм- 
күндүр ки, л > № оланда 


1 
| лэ» < -543 (6) 
бэрзбэрсизлийи тэ’мин эдилир. Инди М,, №, эдэдлэриндэн эн 


бейуйуну сечэквэ ону № илә ишарә эдэк. Онда п > М олдуг- 
НО 149 


да һәм (5) вэ һәм дэ (6) бэрабэрсизлийи едэнилир. Белә олдугда 
п > №-дәр үчүн 


1. | у 2-е 
| 1 _ |= мў 
олаҹагдыр. 
Демәли, 
1 1 
іт == —— 
пә Ун У 
формулу доғрудур. 
Инди дэ 
ж 1 
—— = Аа. 
Уп Ул 


шәклиндә язаг. Бешинчи теоремэ көрә, 
х 2. 
іт Е === Ишт \ Хад ы 


п с Ул п- 00 п 


олар. Бу исә 


| тахь жо 
пне „Лете Уц е, У 


Ий» 
Ит 2 = 2 
П-›»со Ул іт Уп 


теоремин һөкмүнү исбат эдир. Инди исә бәрабәрсизликләрдә 
лимитә кечмәнин мүмкүн олдуғуну әсасландыран ашағыдакы 
теореми исбат эдәк. 

Теорем 7. Әҝәр (1), (2) ардычыллыгларынын лимитләри 
вардырса, вә бу ардычыллыгларын һәдләри үчүн Ха < у, бә- 
рабәрсизликләри өдәниләрсә, онда, 

Нт хь < Шпул 
П-» со П-- со 
бэрабэрсизлийи едэнилэчэкдир. 
‚ Исбаты. Тутаг ки, іт ха = х, Шт ул = у-дир. Теореми 
П» оо | П-» со 
эввэлчэ хүсуси һал үчүн исбат эдәк. Фэрз эдәк ки, 
| Ха =0, П-1 9... 

Сабитин лимити өзүнэ бәрабәр олдуғуна көрә, х==0 олма- 
лыдыр. Демәли, бу һалда уһ > 0 бәрабәрсизлийи верилдикдэ 
у 0 олдугу исбат эдилмәлидир. Әксини фәрз эдэк. Фәрз 
эдэк ки, у <0-дир. Лимитин тә’рифинә көрә верилмиш =] у | 
әдәдинә көрә кафи гәдәр бөйүк л үчүн 

| У«--У « 1» | 
одачагдыр. Бу бэрабэрсизликлэри 
—|у|<уа—у<|у| 
шәклиндә дә яза биләрик. 
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Бурадан 
У-1У1« уа < 1 Уу1--)у 


олачагы айдындыр. у < 0 олдуғундан |у|---- у олар. Де- 
мэли, | у | Г у = 0 олмалыдыр. Она көрә дә, у, < | уһ | + 
+ Уу = 0, вә я уа < 0 олмалыдыр. Демәли, Уп > 0 шәр- 
тинә зидд нәтичәйә ҝәлиб чыхдыг. Бу зиддиййәту < 0 
фәрзиййәсинин дүзкүн олмадыгыны көстэрир. 

Инди үмуми һала кечәк. Шәртә көрә 


Ха < Уа, (л = 1, Фу ж .) 


олмалыдыр. Бурадан у, —хһ > 0 олур. Индиҹә исбат этдийи- 
миз хүсуси һала көрә Ит (у, — х.) > 0 мүнасибәтини яза би- 


п—» со 


лэрик. Дердунчу теоремә көрә Пт (уһ —ха) = у — х йэ’ни 
П-» оо 
у—х > 0 олаҹагдыр. Бурадан, х < у олаҹагдыр. 


Демәли, 
іт хь < ИШ ул 
П-» оо П» оо 
олур. Бунунла да теорем исбат олунур. 


Мисаллар. 1) Үмуми һәдди 22 йы. 
п 


| | 
) олан ардыҹыллығын 
лимитини һесаблайын. 
[Зв - 4 \? 
: : 


Бурала х, = 


Ашкардыр ки, 
п. 34 2834 _ Га СҮ уу чт) 
п п 


п п 
шәклиндә яза биләрик. 


“Онда, лимитләр һаггындакы дөрдүнҹү теоремә ҝөрә, 


Ит Ха = 11 з + =} Ит | їз = 
п И: 


П.» со П» оо ЖЧ, 


| 4 
‚ олар. Бурада == ойнеуз кичилән кәмиййәтдир, л-ин һүдуд- 


суз артырылмасы илә — сыфра яхынлашыр. 
Она керэ дэ, 
т | З + =) = $ 
П- ө п 
олур. Демэли, 
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4 Үү? 
Ци Ха = т (ы) „оз-н 


олур. 


Әп — Зи? ++ 5п 1 
2) Умуми һәдди ———— 


олан ардычыллыгын 
13—65 | 
лимитини һесаблайын. 
Айдындыр ки, бурада: 


218 — Зи? би +- 1 


а= 
1 п3— 9 
кәсринин сурәт вэ мэхрэчини п%-а бөлсэк 
З 9 1 
+ 
п п? л” 
Ха = в 
5 
Е-е 
"3 


аларыг. Лимитэ аид үчүнчү вэ бешинчи теоремлэрэ көрэ 
{т (25 ЗЭЭ! 
п п 


По пЗ 
Ива анан шш 
279 на 1-- = 
| П» со пЗ 
1 
т 2 — 11:42 - йт 29: - Шт — 
ї-»со йо И п» со п? П-» со пЗ 9 
НЦ === 
| Ит 1 — Пт 23 
п—>со П со п? 
олачагдыр. 
Айдындыр ки, 
Иш — = т — = Иш. Н ТРЕ ==: 
ВЕ г г п» о И П-»со //, по ИЗ 


З. Биз лимитә аид әсас тео 
кэмиййэтлэрин лимитинин вар 
минин, пасилинин, нисб 


ремләрин исбатында айры-айры 
лығыны фәрз эдиб, онларын чэ- 
этинин (мәхрәҹин лимити сыфыр олма- 
дыгда) лимитинин варл 


ЫРЫНЫ исбат этдик. | 
ч. Лакин айры-айры кәмиййәтләрин лимити олмадыгда белә, 
һәмин кәмиййәтләрин 


ҹәминин, һасилинин, нисбәтинин лимити 
мөвҹуд Ола биләр. 
Мисаллар. 1) Тутаг КИ, Ха = 202, 
Уһ = 5 — 212. 


Зу кәмиййәтләрә уйғун ардыҹыллыгла л 
рын һәр икиси дағ 
лыр, һәр икиси сонсуз бөйүйән ир. лэ- 
бий кыши а Билэг дир. Лакин һәмин кәмиййәт 
Ишт (Ха + уа) = т | 202 + (5 — 2и2)] — 15 = 5, 
п» 0 
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2) Инди тутаг ки, Хү = Зиё, 
1 
п2— |. 


Уп == 


Бурада х, = Зи? кэмиййэтинин гиймәтләри ардычыллыгы 
дагыландыр, бу кэмиййэт сонсуз бейуйэндир. Лакин Ха Ул 
кэмиййэтинин лимити вардыр. | 


Доғрудан да, 
Ни (ха ул) = Ит | 3л. о ры іт ЭР а ГЕ 
а-о | п2— П-» о 1 41 


1-» со 


нэг : = 3. 


їйї (1-- 2) 
П-»00 п? 


3) Нәһайәт, ха = (— 1)", уз == п олсун. 


Биз х. вә Уһ кэмиййэтлэринин лимитлэринин олмады- 
тыны юхарыда көрүрүк: Лакин, 


Жа „АТ 


‚Ун п 


- 


кәмиййәтинин лимитинин сыфра бәрабәр олдуғуну кермэк 
ҹәтин дейилдир. Эләҹә ДӘ, Ха = 1 -- (— 1)", уһ = л кәмиййәт- 
ләринин лимитләринин олмадыгларыны юхарыда көрдүк. Юха- 


Хаг 1450—10" 
Уп л 
фыр олдугуну өйрәндик. Демәли, айры-айры ики кэмий- 


йәтин лимити олмаса белә, онларын нисбәтинин лимити ола 
биләр. 


4. Биз лимитә аид әсас теоремләри, гиймәтләри ардыҹыл- 
лыг олан дәйишән кәмиййәтләр үчүн исбат этдик. Эйни теорем- 
ләри кәсилмәз дәйишән кәмиййәтләр үчүн дә исбат эдә билә- 
рик. Нүмунә үчүн бу теоремләрдән ики дәйишән кэмиййэтин 
ҹәминин лимити һаггындакы теореми исбат эдәк. 


Теорем. Дәйишмә просесләри эйни, лимитләри уйғун ола- 
раг а вә В олан дәйишән х вә у кәмиййәтләри ҹәминин ли- 
мити вардыр вә бу лимит а +- 6-йэ бәрабәрдир. Башга сөзлә, 
лимити олан ики дэйишэн ҹәминин лимити һәмин кэмиййэтлэрин 
лимитләри ҹәминә бәрабәрдир, йэ’ни, әҝәр, тх = а, іту = № 
исә 1іт (х + у) = а + Б-дир. 
Исбаты. Теореми исбат этмэк үчүн х вә у кәмиййәтләри- 
нин дәйишмә просесиндә [(х + у)—(а -- 8)] · фәргинин, габаг- 
чадан верилән ихтияри мүсбәт е әдәдиндән кичик ола билдийи- 
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рыда һәм дә, КЭМИЙЙЭТИ ЛИМИТИНИН СЫ- 


мэргэн дуа, Дарне... ... 


ни вә кичик галдығыны исбат этмәлийик. Айдындыр ки, х 
вә у кэмиййэтлэринин бүтүн дәйишмә просесләриндә 
(ху) — (а + 0) |= 1(х-4) + (7—01 < 
«|х-а1-441у-001 


бэрабэрсизлийи едэнилир. Лакин шэртэ көрә Х--4 Олдуғун- 
дан дэйишмэ просесинин муэййэн һалындан башлаяраг кэлэ- 


чәк бүтүн һалларда | ха | < = бэрабэрсизлийи тэ’мин 


эдилэчэкдир. Просесин һәмин һалыны гейд эдэк. Шэртэ көрэ 
эйни заманда у--0-дир, Енэ дэ у-ин дэйишмэ просеси- 
нин мүэййэн һалындан башлаяраг ҝәләҹәк бүтүн һалларда 


у — 2 | Жо бэрабэрсизлийи өдэнилэчэкдир. Биз у-ин дэ 


дэйишмэ просесинин һәмин һалыны гейд эдәк. Инди дәйишмә 
просесинин гейд этдийимиз һаллары мүхтәлифдирсә, бу һал- 
лардан сонра кэлэн һалы гейд эдәк. Айдындыр ки, просесин бу 
һалындан башлаяраг кәләҹәк бүтүн һалларда: 


Е 
хи цэг | 


-4ф о. 
| у у: 


бәрабәрсизликләри эйни заманда өдәниләчәкдир. Онда просеснҥ 
һәмин һалындан башлаяраг 


(х + у) — (@-+681.< 2- На 
2 2 
олаҹагдыр, йэ’ни 
іт (х + у) ља + 
ВЭ я | 
Иш (х + у) = Ших -- іту 


олур. Элэчэ дэ, о бири теоремлэри исбат этмэк олар. 

5. х > а-да ики функсиянын ҹәминин, фасилинин вэ мәх: 
рәҹин лимити сыфыр олмадыгда исә һәмин ики функсиянын 
нисбәтинин лимити уйғун олараг, онларын лимитләри ҹәминә, 
һасилинә, нисбәтинә бәрабәр олдуғуну исбат этмәк олар. 


Гейд этмәк лазымдыр ки, лимит анлайы 
верилән мүкэммэл риязи тә’рифи кечән ре БАЛТИИ 
гәт и мүэййэн эдилмишдир. Бу тэ’риф бөйүк франсыз риязийят- 
чысы Кошинин (1789-1857) ады илэ бағлыдыр  Кошидэн 
әввәл лимитэ вә бир сыра башга риязи анлайышлара верилән 
тэ рифләр дәгиг олмамышдыр. Түкэнмэз ярадычылыг исте’да- 
дына малик олан Коши, риязи анализин бир чох анлайышла- 


рыны һәмишәлик дирчэлтмишдир вэ. | 
салмышдыр. р дүзкүн инкишаф йолуна 
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$ 12, БЭГИГИ ЭДЭДЛЭР НЭЗЭРИЙЙЭСИНЭ ДАИР 


шаг гачан сонлу вә сонсуз олуг кәсри һәгиги 
дландырдыг. Расионал әдәди ифадә этмэйэн онлуг 
кэсрлэрэ исә иррасионал әдәд ады вердик. 4 

Һәмин бәһсдә расионал әдәдләрин дөври онлуг кәсрләрдән, 
иррасионал әдәдләрин исә дөври олмаян сонсуз онлуг кэср- 
ләрдән ибарәт олуғуну сүбут этдик. Лакин бу тә’рифләр ми 
да аот һесаб эдилә билмәз. 

оғрудан да, онлуг системи бүтүн башга мүмк 3 
темлэрдэн тэбиэти э’тибарилэ з, дэ окш ара 
әсасында он көтүрдүйүмүз кими башга әдәд дә көтүрә билә- 
рик. Буна көрә дә системин әсасынын 10 вә я башга ӘДӘД, 
олмасындан асылы олмаяраг, һәгиги әдәдин даһа үмуми тэ’ри- 
финк вэрмэк зәрурәти мейдана чыхыр. 

Һәгиги әдәдин үмуми тэ’рифини бәсит шэкилдэ ашағыдакы 
кими верә биләрик. Белә ки, бурада расионал әдәдләри вә 
эдэд оху анлайышларыны һазыр гәбул эдэчэйик. Әдәд оху 
үзәриндә уҹлары расионал әдәдләрдән ибарәт олан мүэййэн 
парчалар ардыҹыллығы кетурэк: 

Р Е РЕР 
белә ки, бурада һәр сонракы парча әввәлкинә дахил олур; п 
һүдудсуз олараг артдыгда л-чи /, парчасынын бою исә 
сыфра яхынлашыр. Бу чүр ардыҹыллыглара бир-биринә дахил 
олан парчалар ардычыллыгы дейилир. 

Тутаг ки, бу парчаларын уҹлары ал, ба (п = 1, 2, 3,. . .) 
расионал әдәдләриндән ибарәтдир: 

в = | йл, 0]: 
Парчаларын бир-биринә дахил олмасы да 20-ҹи шәкилдә кес- 
тәрилмишдир. 

м 

н а о а %, А " 


20-чи шәкил 


Үмумиййәтлә (4, р] парчасынын узунлуғу 6--@ әдәдинә 


а Ё > а олмалыдыр). | 
маг суре Ир АНы ки, һәр бир-биринэ о арм 
ардычыллыгыны бир-биринә дахил олан ши нең дан бириси 
лығы адландырмаг олмаз. Бурада әс. зун БНА рид ҮҮ 
парчаларын бойларынын кет-кетэ сыфра я 


7 


Мэсэлэн: 1 
81114, +3 | | 
а, |->} 17873 
| 1 | 
——, Ї ж „* 
л 155- 


парчалар ардыҹыллығы бир-биринэ дахил ола парчалар арды- 


ҹыллығыдыр (21-ҹи шәкил). 


Бурада һәр сонракы парча әввәлки парчая дахилдир вэ 


әлавә 
| -Й 297 | 
=} 1 0 4, 4 4-4 
-$ -3 ы т 


21-чи шэкил 


[+ 
п п | 


парчасынын узунлуғу 1-»-|-00-ДА 


1 1 14. 1 ‚2 
п п П, И, л 


сыфра яхынлашыр. | 

Ашағыдакы һәндәси тәклифи әсас гәбул эдэк. 

Эдэд охунда бир-биринә дахил парчалар ардычыллыгы- 
нын һамысына мәхсус бир нөгтә вардыр. Һәмин нөгтәни 
Һәгиги әдәд адландыраг. Расионал олмаян нөгтәни исә ирра- 
сионал әдәд адландыраг. Инди бир-биринә дахил парчалар 
ардыҹыллығынын һамысына мәхсус олан нөгтәнин еҝанә олуб- 
олмамасы суалына ҹаваб верәх. 

Исбат эдәк ки, һәр бир-биринә дахил парчалар ардыҹыл- 
лығынын һамысына мәхсус ялныз бир нөгтә вардыр. 

Тутаг ки, бир-биринә дахил 

[а,, 6;], [а», 8.1, (аз, |]... +, (8, ба], +... 

парчалар ардыҹыллығынын һамысына · ики мүхтәлиф а вә 6 
нөгтәләри дахилдир (а + Б). Онда айдындыр ки, я а<6 
вә я а> Б олаҹагдыр Тутаг ки, а < б-дир. Онда 
р —а>0 олар. Бу һалда һәмин әдәдләрин тә'йин этдийи 
(а, 6] парчасы эйни заманда бүтүн [ап, б,| парчаларына дахил 
олаҹагдыр. Бу исә мүмкүн дейилдир, чүнки и-ин артмасы илә 
В, — аһ фәрги истәнилән гәдәр кичилдийиндэн муэййэн п= №, 
нөмрәсиндән сонра ба — л <В — а олаҹагдыр; узунлуғу сы- 
фыр олмаян парча, узунлуглары сыфра яхынлашан парчалара 
дахил ола билмәз. Бу зиддиййәт а = 6 фәрзиййәсиниҹ доғру 
олмадығыны сүбут эдир. Беләликлә, һәгиги әдәдин инди вер- 
дийимиз тә’рифи васитәсилә әдәд охунун нөгтәләри илә әдәд- 
ләр арасында там уйғунлуг ярадылмыш олду. 

Һәгиги әдәдин бу тэ’рифиндэ әслиндә һеч бир мүһүм ени- 
лик йохдур. Бурада һәгиги әдәдин сонсуз онлуг кәср кими 
тэ’рифи бир гәдәр үмуми шәкилдә дейилмишдир. Енә дә оху: 
ҹу шүбһә этмәйә һаглыдыр. Эйни заманда бүтүн парчалара 
дахил олан бу „нөгтә“ вә демәкдир? Биз белә бир нөгтәнин 
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варлыгыны бир һәндәси фэрзиййэ кими гәбул этдик. Бу фәр- 
зиййәни һәндәсәдә тәсадүф этдийимиз тәчрүбәләрдә интиутив 
доғру һесаб эдилэн башга аксиомлар кими гәбул этдик. Әсл 
мәсәлә күндэлик һәят вэ һәрәкәтләримиздә һисс эдэрэк доғру 
һесаб олунан тәклифләрин аксиом дейэ гәбул эдилмәси 
дейил, бу тәклифләрдән дүзкүн мәнтиги нәзәриййәнин һа- 
сил Әдилә билмәси имканыдыр. Она көрә дэ, вердийимиз 
тэ рифин һәятилийи, нәзәри ҹәһәтдән тутарлы олмасы вэ бир 
нэзэриййэ чэрчивэси дахилиндә зиддиййэтсизлик тәләбләри 
дәрһал мейдана чыхыр. Һәгиги әдәдә вердийимиз ени тэ’рифи 
бу ҹәһәтдән йохлаяг. 


Биз формал ҹәһәтдән әдәд охунун ялныз расионал әдәд: 
ләрдән ибарәт олдуғуну фәрз эдә биләрик. Сонра иррасионал 
әдәди (йә’ни ени тәбиәтли әдәди) әдәд оху үзәриндә бир-биринә 
дахил парчалар ардычыллыгыны көстәрән символ кими тэ’йин 
эдә биләрдик. Бунунла иррасионал нөгтә, узунлуглары сыфра 
яхынлашан бир-биринә дахил расионал парчалар васитәсилә 
тамам тэ’йин эдилмиш оларды. Башга сөзлә, бизим һәндәси 
фәрзиййәмиз тә’риф олараг гәбул олуна биләр. Иррасионал 
әдәди бир-биринә дахил парчалар ардыҹыллығы кими тэ’риф 
этдикдэ, көрәк иррасионал әдәдләри топламаға, чыхмаға, вур- 
маға, бөлмәйә имканымыз вармы? Эләҹә дә бу ишдән сонра 
иррасионал әдәдләр арасында расионал әдәдләр мейданында 
олдуғу кими бәрабәрсизлик мүнасибәти дүзәлдә биләрикми? 
Бурада әсас мәсәлә иррасионал әдәдләрин ени нәзәриййәсинин 
расионал әдәдләр нәзәриййәсинә зидд чыхмамасы, онун билава- 
ситә давамы, үмумиләшмәси олмасы мәсәләсидир. 


‚ Мәсәлән, иррасионал а вә В әдәдләринин чэминн тэ’йин 
этмэк учун бу а вэ В иррасионал эдэдлэрини тэ йин эдэн бир- 
биринэ дахил парчалар ардычыллыгы васитэсилэ, чэми ифадэ 
эдэн бир-биринэ дахил башга бир парчалар ардычыллыгыны 
гурмалыйыг. Бу ардыҹыллығы.а вэ В эдэдлэрини тә йин эдэн 
парчаларын уйғун уҹларынын ҹәминдән дүзәлән ардыҹыллыг 
кими тэ’йин этсэк, эләҹә ДӘ а-8 һасилини, @ - В фәргини, 


_“_ нисбәтини уйкун учларын їасилиндэн, фэргиндэн, нисбэ- 


2 , 
кин дүзэлэн ардычыллыглар кими тә'йии этсәк, расионал 
әдәдләр нәзәриййәсинин әсас хассәләри хүсуси һалда у дөн 
ләр вә она зидд олмаян һәгиги әдәдләр нәзәриййәси пасил 
эдиләр. Бу ганунларын (коммутативлик, ассосиативлик, ши 
рибутивлик) иррасионал әдәдләрә хас олдуғуну корк ! 
бир чэтинлик терэтмир. Лакин адәтән риязийяты Ө рари ә 
башлаян һәр кәс әввәлҹә онун мәнтиги әсаслары илә дейил, 
тәтбиги илә марагланыр. Тарихән дә белә олмушдур. 


әсрин ахырларына гәдәр бөйүк риязийятчыларын һамысы әдәд 
һаггында садә бир тәсәввүрә саһиб олараг енн көлләр 
кетмәк һеч дә мүасир адама э- 
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раэт газандырмыр. Риязийятын мэнтиги эсасларыны өйрэнмэк 
тәкҹә риязийят хатиривэ дейил, мәнтиги күчлэндирмэк, һори- 
зонту кениш олан бир билийә йийәләнмәк, һәяти һадисәләри 
даһа дәриндән дәрк этмәйә көмәк эдән әсас васитәдир. 

ХІХ әсрдән башлаяраг әдәд һаггында с̧адә тәсәввүр даирә- 
синдән чыхан вә әдәдләр нәзәриййәсини әсасландырмаға ча- 
лышан риязийятчылар да аз олмамышдыр. 

Бу алимләрдән Иоһан Вейерштрас (1815—1897), Рихард 
Дедекинд (1831—1916), Георги Кантор (1845—1918) совет али- 
ми А. Н. Колмогоров вэ башгалары олмушдур. 


Дедекиндин идеясы расионал эдэдлэр синфиндэ кэсиклэр 
нэзэриййэсинэ эсасланыр. 

Тутаг ки, һәр һансы васитэ илә олурса-олсун расионал 
әдәдләр чохлуғу ики А вә В синфинә айрылмышдыр, белә 
ки, В синфинин һәр бир 6 әдәди А синфивин һәр бир а әдә- 
диндән бөйүкдүр. Расионал әдәдләр синфиндә һәр бир белә 
тәснифә кәсик дейилир. Расионал әдәдләр синфиндә һәр бир 
кәсик ашағыдакы үч һалын бириси илә тә’йин эдилир. 


1) А синфиндә ән бөйүк элемент вардыр. Буну а* илә 
ишарә эдәк. А әдәдләр чохлуғунун ән бөйүк элементи элә 
а* элементинә дейилир ки, 1) А-дакы әдәдләрин һамысы а*-дан 
бөйүк дейил вэ 2) һәр бир = > 0 әдәдинә көрә А-нын элә а, 
элементи вардыр ки, 

а > а* — = 
олур. 

2) В синфиндә ән кичик Ё* элементи вардыр. 

В әдәдләр чохлуғунун ән кичик элементи элә 6* әдәдинә 
дейилир ки, 1) В-дәки бүтүн элементләр 65*-дан кичик дейил 
вә 2) һәр бир ғ > 0 әдәдинә көрә В-нин элә 6, элементини 
тапмаг олар ки, | 

бо < 0* + е, 

3) нә А синфинин ән бөйүк, нә дә В синфинин ән кичик 
элементи вардыр. | | 

Башга һал йохдур. Мәсәлән, белә бир һал мүмкүн дейил- 
дир: 

Тутаг ки, А синфинин ән бөйүк элементи (а*), В синфинин 
ән кичик элементи (5*) вардыр. Әҝәр бу һал мүмкүн олсайды, 

# г рж 
онда “--2-- элементи, а*-дан бөйүк вә д"-дан кичик олдуғу 
үчүн биринҹи һалда В-йә, икинҹи һалда исә А-я дахил олма- 
лы иди. Бу исә кәсийин тә’рифинә Саир чүнки А синфинин 
ал 
һәр бир элементи, О чүмлэдэн 1-5 элементи В синфи- 


а*  6* А 
нин һәр бир элементиндән о ҹүмләдән “этүггээдэн КИЧИК, ЙӘ ни 
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4:.--—— - 


* 1 рж е 1. ре 
а „а --0 , 
---- «< “ЭЭГ олмалыдыр. Үчүнчү һалда, йә'ни А син- 


- 


финдэ эн бөйүк элемент, В синфиндэ исә ән кичик элемент 
олмамасы һалында кэсийин тэ’йин этдийи вә я ифадә этдийи 
әдәдә иррасионал әдәд дейилир. 

Һәгиги әдәдләрин диҝәр бир нәзәриййәсини Г. Кантор вер- 
мишдир. Кантор нәзәриййәсинин әсасы бизә мә’лум олан аша- 
ғыдакы мүлаһизәләрдир: 

1) һәгиги әдәдләри сонсуз онлуг кәср кими изаһ этмәк; 

2) сонсуз онлуг кәсрләрә сонлу онлуг кәсрләрин лимити 
кими бахмаг. 

Һәгиги әдәдләри Дедекинд вә Кантор нәзәриййәси бири 
диҝәриндән нәтиҹә кими әлдә эдилэ биләр. 

Бир-биринә дахил парчалар һаггындакы принсипә истинад 
эдэрэк ардычыллыгларын йығылмасыны кестэрэн ашагыдакы 
әламәти исбат эдэк. Артмаян вэ сыфра йығылан һәр бир 

ба лб аж бое 
мусбэт әдәдләр ардычыллыгына, ихтияри натурал р вә п 
әдәдинә көрэ. 
: | Ха — Ха+р | єл (1) 
шэртинин олмасы | Цэ 
ра жу шге ж-з (2) 
ардыҹыллығынын йығылмасы үчүн зәрури вэ кафидир. 

Буну исбат этмәк үчүн әввәлҹә (1) шәртинин зәрури олду- 
гуну исбат эдэк, йә’ни (2) ардыҹыллығынын йығылан олдуғуну 
фәрз эдиб, (1) шәртинин өдәнилдийини исбат эдәк. Тутаг ки, 
(2) ардыҹыллығы мүәййән с әдәдинә йығылыр. Монотон аза- 
лан вә сыфра йығылан ихтияри . 

“Эр б», о. 2 “Да, . 
мүсбэт әдәдләр ардычыллыгыны кетурэк. Айдындыр ки, һәр 
бир 9, әдәдинә көрә элә № әдәдини тапмаг олар ки, п > Мт 
олдугда 


8 
олар. Демэли, бу һалда 
| Ха Ха+р | ==: 1 (Ха С) — (Ха+р—С) | < 
д 8 1 
< же + |Хай-0|« алийг эвийн 


олаҹагдыр (бурада п> №һ иди). 
Инди исә тутаг ки, 
п< М, п+фр> №; 
онда 


| Ха -Хавр| «| №1 + | Хорс |< 7+ —- 
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олмалыдыр. Бурада / эдэди 
|х—с|, 1|Х,--01, « «өө | хм = С | 
эдэдлэриндэн эн бейуйулур. Айдынлыр ки, п вә й -г р нату- 
рал әдәдләринин икисиндән бириси М,-дэн бейук: 'олмадыгда 
| Ха — Хаа! «|Ха-01- | Хаёр-221 «21 
олар. Үмуми һәдди (ед) ашағыдакы шэртлэрэ табе олан 


Та ТУЛ" 
мүсбэт эдэдлэр ардычыллыгыны гураг. 
1) п<М, 
олдугда 
єп == 21 - 8, 
олсун. 


2) Ма < п < Ма 
олдугда исэ 
| ёр == ба 
Олсун. 
Айдындыр ки, һәмин шәртләр васитәсилә тә йин эдилэн а-ә 
көрә с 
| Ха — Ха+р | < ёа 
өдәниләҹәкдир; бундан башга жм + со-Да ев -> 0-ыр (чүнки 
ба-»0). 
Инди исә шэртин кафи олдугуну исбат эдэк, йэ’ни 
ёз, бэ, 2 бе + г 
артмаян вә сыфра йығылан әдәдләр ардычыллыгына, ихтияри р 
натурал әдәдинә вэ муэййэн т әдәдини ашан бүтүн л-лэрэ 
көрэ | | 
: | Хя— Ха+р | < & ` (3) 
едәнилдийини фәрз эдиб (2) ардыҹыллығынын һәр һансы бир 
Һәгиги с ә:әдинә йығылдығыны исбат эдәк. 
Тутаг ки, а, әдәди сонлу сайда 
Хт+1 — ©т+1, Хш+2 — ©®шт+2,,. .› № ©, 
әдәдләрини эн бөйүйү, 6, әдәди исә сонлу сайда 
Хиаз:-Г 8041, Хш+2-- ша. . .› ХА» Те 
әдәдләринин эн кичийидир. у артанда а, әдәдинин азалмая- 
чагы, б, ин исә артмаячагы айдындыр, чүнки сонлу сайда эдэд- 
ләрә ени әләдләр гош :угда эн бөйүк олан әдәд азалмаз, эн 
кичик әдәд исә артмаз. Буну мисал үзәриндә изаһ эдэк. Ту- 
таг ки, | 


1) 2 =. 9, 91}. 
5 3 


эдэдлэри верилмишдир. Бу эдэдлэрдэн эн бөйүйү 2 =. эн 
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Е 


——е——— —_—-—— цэгээр мэр аа 


кичийи исә -уггдар (бурада эйни чохлугун кетурулмэси ма- 


һиййәтә зидд дейилдир), 
Инди һәмин әдәдләрә ени әдәдләр гошаг: 


1, е 2, 5. ром 2 8-2. 
2 д 5 З З 2 
Бу әдәдләрдән ән бөйүйү З ‚ эн кичийи ИСӘ ——-Анр. 


1 ” 
Экэр айн дахил олмайыб, 2-1-гдэн кичик эдэд дахил 
+ 1 
олса иди, ән бөйүк әдәд енә дә = олачагды. 


Она көрә дә әҝәр > > џ исә 


а» > 8, 
р, < Б, 
олмалыдыр. 
(3) бэрабэрсизлийини бело дэ яза билэрик: 
— ва < Ха— Хар < + 8а. (4) 


Тутаг ки, и <», р= 49 + у —– п (йэ’ни д <р). (4) бәрабәр- 

сизлийиндән 
Хп — в < Х,+4 < Ха-Г ёл 

аларыг. | 

Бу бэрабэрсизликлэрдэ 

 в=т+1т+2а..., У 

еринэ яздыгда көрүрүк ки, һәмин бәрабәрсизлик эйни за- 
манда 


Ха+1 — Ёт--1 , Хш-+2 те. бт --2 ‚ е  › х, дэ 2, я 
фэрглэри вэ | 
Хш+1 + 2+1, .Хш+2 + ё&ёт+2,, . .› 2 хий” 


чэмлэринин һәр бир һәдди үчүн едэнилир. Онда уйғун олараг 
һәмин бәрабәрсизлик бу әдәдләрдән эн кичийи вә ән бейуйу 
үчүн дэ өдэнилэчэкдир: 

а, < Ху+д < Б,. 


Инди 
| Арас... 
мүнасибэтини өдэйэн вә л-дән бөйүк олан ихтияри үч эдэд 
көтүрәк, Юхарыда гейд өтдийимизэ көрә 


а < а, <а,< 6, < < № 


яза биләрик. Бу бәрабәрсизликләри нәзәрдән кечирдикдэ у 
рүрүк ки, [а,, 2,] парчасы [а,, Б„] парчасына, бу да [а, бу] 
парчасына дахилдир. 
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Дикэр тэрэфдэн 
ус ау < (5, ~} є,) сш (х, Бин 59) == 2е, 
олур. Бурада у-ни кафи гәдәр бөйүк кетурмэклэ ёд-НИ истэ- 
нилэн гәдәр кичик этмәк олар. Бу ону көстэоир ки, 
[аа+1, бин]... ., [а„, 94 парчалары бир-биринә дахил вә 
бойлары сыфра яхынлашан парчалар ардыҹыллығыдыр. Онда, 


эйни заманда бу парчалара дахил олан бир с нөгтэси вардыр. 


Белә олдугда »-ни кафи гәдәр бөйүк көтүрсэк 


| аа — с | <е 
олар. Башга сезлэ 


НИХ, 54 
(11-97 90 
олар. 

Умумилийи- позмадан а,, Б,-лэринин расионал әдәдләр олду- 
ғуну фәрз этмэк олар. Экс һалда [а,, 6,] парчаларынын 
учлары иррасионал әдәдләр олдугда онлары әксийи вэ 
артыглығы илә уйғун сонлу онлуг һиссәләри илә (йэ’ни расио- 
нал әдәдләрлә) әвәз этмәк лазымдыр. 


Ц. а. 


Л.-эр. ФУ 
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